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КІРІСПЕ 
 

Қазіргі таңдағы ғылым мен техниканың дамуы барысында зерттеу, үлгілеу 
және жобалау жұмыстарында математикалық әдістердің алатын орны ерекше. 

Бұл пәнді оқып-үйрену объектісі - комплекс айнымалының аналитикалық 
функциялары және олардың табиғат заңдары мен техникалық әртүрлі 
құбылыстарды сипаттауда қолданулары. 

Кредиттік технологиямен оқыту жүйесі енгізілген жылдардан бастап 
техникалық оқу орындарында жоғары математика курсына бөлінентін сағат 
мөлшері азайып, ал өтілетін материалдар көлемі кеміген емес. Әдетте 
инженерлік мамандықтар үшін математиканың мемлекеттік стандартқа сәйкес 
оқытылатын алгебра, геометрия және математикалық талдау бөлімдерімен қоса, 
математикалық талдаудың қосымша тараулары ретінде комплекс айнымалы 
функциялар мен операциялық есептеулер теориялары да оқытылады. 

Болашақ инженерлер үшін комплекс айнымалы функциялары мен 
операциялық есептеулер теорияларының маңызы зор. 

Олар теориялық физикада, аэродинамикада және гидродинамикада, 
техникада зерттеудің қуатты құралы болып табылады. 

Ұсынылып отырған оқу құралы «Комплекс айнымалы функциялар 
теориясы» және «Операциялық есептеулер» атты екі бөлімнен тұрады. Оқу 
құралы жоғары оқу орындарының техникалық мамандықтарының 
студенттеріне арналады. 

Оқу құралында комплекс айнымалы функциялар мен операциялық 
есептеулер теорияларының негізгі тақырыптары толығымен қамтылып, 
олардың кейбір техникалық есептерде қолданулары келтірілген. 
Тақырыптардың теориялық материалдары арнайы таңдап алынған көрнекі 
есептердің көмегімен жан жақты талқыланған. Сонымен қатар күрделі 
ақпаратты бағыттап оқыту арқылы аталған курстың комплекс айнымалы 
функциялар және олардың дифференциалдық, интегралдық есептеулері, 
қатарлар мен шегермелер, операциялық есептеулер тарауларын игерудің өзіндік 
тиімді жолдары қарастырылған. 

Ұсынылған құралда талданған материалдар, жан-жақты сарапталған 
мысалдар мен жаттығулар студенттердің материалды өз бетімен игеруін 
жеңілдетуге елеулі қолғабысын тигізеді деп есептеймін. Сондай-ақ, осы тарауға 
арналып қазақ тілінде жазылған әдістемеліктер мен оқулықтардың жоқтың 
қасы болуы, аталған құралды жарыққа шығару қажеттілігін көрсетеді. 

Автор оқу құралының рецензенттері - физика-математика ғылымдарының 
докторы, профессор А.Б. Базарбековке, физика-математика ғылымдарының 
кандидаттары профессор О.Д. Апышевқа және Ғ.Х. Мұхамедиевке зор алғысын 
білдіреді. 
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1 КОМПЛЕКС САНДАР 
1.1 Комплекс сандар ұғымы 

 
Анықтама 1. Комплекс сан деп реттелініп алынған х және у нақты сандар жұбы 
аталады да,  у,хz   түрінде белгіленеді. 

Анықтамадан    222111 у,,у, хzхz   сандары тек 21 хх   және 21 уу   
болғанда ғана тең болатыны шығады: 

   








21

21
2211 уу

у,у,
хх

хх . 

Мысалы 1:    2-,44,2  . 
 у,хz   комплекс саны үшін x оның нақты бөлігі, ал у жорамал бөлігі деп 

аталады (белгіленулері: zRe х , француздың «reelle-нақты» сөзінен; zIm у , 
«imaginaire-жорамал» деген француз сөзінен алынған).  0,0  - нөлдік комплекс 
сан. 

Мысалы 2:    








4
2

4,2у,
у

х
х . 

Ескерту: Комплекс сандар үшін )z(zzz 2121   ұғымы жоқ. 
 

1.2 Комплекс сандарға қолданылатын арифметикалық амалдар 
 
Анықтама 2. Екі    222111 у,,у, хzхz   комплекс сандарының қосындысы деп 
(x1+x2, y1+y2) санын айтамыз. Қосынды 21 zz   түрінде белгіленеді: 

     2121221121 уу,у,у,  ххххzz       (1) 
Анықтама 3.  111 у,хz   мен  222 у,хz   екі комплекс санының көбейтіндісі деп 
(x1x2-y1y2,  x1y2+x2y1) санын айтамыз. Көбейтінді 21 zz   түрінде белгіленеді: 

z1·z2=(x1x2-y1y2,  x1y2+x2y1).        (2) 
Комплекс сандарды қосу және көбейту амалдары нақты сандарды қосу және 
көбейту амалдары арқылы берілгендіктен олар қосу мен көбейту амалдарының 
барлық аксиомаларын қанағаттандырады. Атап айтсақ: 

1) қосудың коммутативтілігі: 1221 zz  zz ; 
2) көбейтудің коммутативтілігі: 1221 zz  zz ; 
3) қосудың терімділігі:     321321 zzzz  zz ; 
4) көбейтудің терімділігі:     321321 zzzz zz  ; 
5) көбейтудің қосуға қатысты үлестірімділігі:   3121321 zzzzz  zz . 

Анықтама 4.    222111 у,,у, хzхz   комплекс сандарының айырмасы деп 
 2121 , yyxx   санын айтамыз. Айырма 21 zz   түрінде белгіленеді: 

 212121 , yyxxzz  .         (3) 
Анықтама 5.  111 у,хz   санының    0,0у, 222  хz  санына қатынасы деп 
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













2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121

ух
ухух,

уx
ухх у

 санын айтамыз. Қатынас 
2

1

z
z

 түрінде белгіленеді: 















 2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121

2

1

ух
ухух,

уx
ухх

z
z у

, 0у2
2

2
2 х .     (4) 

Мысалы 3:  ,7-,31 z   4,12 z  сандары берілген. 21 zz  , 21 zz  , 21 zz  , 
2

1

z
z

 

сандарын табыңыз. 
Шешімі: 

       ,3,447,134,17,321  zz  
       ,11,247,134,17,321 zz  
          ,5,101743,47134,17,321  zz  

 
 

    .
17
19,

17
25

41
4371,

41
4713

4,1
7,3

2222
2

1 





 


















z
z

 

Жорамал бөлігі нөлге тең, яғни  0,x  санын қысқаша x  деп,  1,0  санын і 
деп белгілейміз, яғни   ,0, хx     i1,0  деп ұйғарамыз. Комплекс сандарға 
амалдар қолдануда і санының орны ерекше. 
Кез келген  у,хz   комплекс саны үшін 

            у1,00,0,у,00,у, iхухххz   
теңдігі орынды, яғни  у,хz   комплекс санын нақты х пен таза жорамал уі 
сандарының қосындысы ретінде қарастыруға болады. z  санының iyх   түрінде 
жазылуын оның алгебралық түрде жазылуы дейміз. 

Алғаш рет «комплекс сан» атауын К. Гаусс (1777-1855), ал і белгісін         
Л. Эйлер (1707-1783) енгізген. 
Мысал 4: i-4 z,2i3  z,i z,2i  z,4 z,3  z  65 43 21   комплекс 
сандары берілсін. Әрбір санның нақты және жорамал бөліктерін көрсетіңіз де 
оларды z=x+iy алгебралық түрінде жазыңыз. 
Шешімі: 

4zRe,3zRe,0zRe,0zRe,4zRe,3zRe 654321  , 
1zIm,2zIm,1zIm,2zIm,0zIm,0zIm 654321  , 

   .14z,23z,10z,20z,04z,03z 654321  iiiiii  
Анықтама 3-ті негізге алып 

        10,11,01,01,0 22 i , 
яғни 12 i  болатынын көреміз. Осы теңдікті ескере отырып кез келген натурал 
k үшін келесі дәрежелерді айқындауға болады: 

    ,iiiii,ii kkkkk   111 4142224
 

    .11111 24342424 iiiiii,iii kkkk    
Комплекс санының z=x+iy алгебралық түріндегі жазылуын пайдаланып, 

комплекс сандарға қолданылатын арифметикалық амалдарды көпмүшеліктерге 
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қолдану ережелері бойынша жүргізуге болады. 
Мысал 5: 3-мысалдағы  ,7-,31 z   4,12 z  сандарының қосындысын, айырмасын, 
көбейтіндісін және қатынасын олардың ух iz   түріндегі жазылуын 
пайдаланып табыңыз. 
Шешімі: 

         ,344713417321 iiiizz   
         ,1124713417321 iiiizz   
        

    ,5312817123
471743134173 2

21

iii
iiiiizz




 

  
  

.
17
19

17
25

17
1925

17
28193

41
287123

4141
4173

41
73

22

2

2

1

ii

iiii
ii
ii

i
i

z
z
























 
Мысал 6:     i13i3524  yxi  теңдеуінің шешімін табыңыз. 

Шешімі: Теңдеудің сол жағын алгебралық түрде жазып аламыз: 
    i13y3254  xiух . 

Бұдан екі комплекс санның теңдігінің белгісіне сүйеніп 








1y32
13,54

x
ух

 

жүйесіне келеміз. Жүйенің шешімі .
1
2








у
x

 

Олай болса берілген теңдеудің шешімі i2z   саны болады. 
Анықтама 6. Нақты бөліктері тең, ал жорамал бөліктері қарама-қарсы екі 
комплекс сандары өзара түйіндес деп атап, 

ух iz  , уiхz   
түрлерінде белгілейміз. 
Мысал 7: 2121 zzzz   болатынын дәлелдеңіз: 
Дәлелдеуі: Анықтамаға сүйенсек 

        2121221121 yyiххiyхiyхzz  
                      2122112121 zziyxiyхyyiхх  . 

Дәлелдеу керегі осы еді. 
 

1.3 Комплекс сандардың геометриялық кескіні, модулі мен аргументі 
ұғымдары және тригонометриялық, көрсеткіштік пішіндері 

 
Кез келген   iyxух  ,z  санын хОу жазықтығының (х,у) нүктесі немесе 
z={х,у} векторы ретінде қарастыруға болады. Мұндағы хОу жазықтығы 
комплекс жазықтық (комплекс сандар жазықтығы), Ох өсі нақты, Оу өсі 
жорамал өс деп аталады (1-сурет). 



9 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2  
1-сурет 

 
 yxz ,  және  ух  ,z  түйіндес сандары Ох өсіне қатысты 

симметриялы орналасады (2-сурет). 
 
 

 
 
 
 
 
  
                        

                          yxz  ,  
                                                                                            

2-сурет 
 

Анықтама 7.   iуу,z  хх  санының модулі деп  
22 уz  хr           (5) 

санын айтамыз. 
Анықтамадан: 

1) zz   болатыны; 
2) z  комплекс санының модулі z  нүктесінен бас нүктеге дейінгі 

қашықтыққа немесе z векторының ұзындығына тең болатыны; 
3) модульдері тең сандардың центрі бас нүктеде (нөл санында) орналасқан 

радиусы осы модульге тең шеңбердің нүктелерімен кескінделетіні шығады. 

Мысал 8: 1
2
2





z
z

 теңсіздігін қанағаттандыратын нүктелердің геометриялық 

орнын табу қажет. 
Шешімі. Берілген теңсіздік 2z  шартын қанағаттандыратын барлық z нүктелері 
үшін 2z2z   теңсіздігіне пара-пар. iyxz   болсын, онда 

õ
y 1

   y 

  y 
z=(x,y)=x+iy 

  |z|=r 


    0        x    x 

   - y 

   0 

  y 

y 

z=(x, y) 

 х 

  z 
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    .iy2xiy2x   

   
   

x,4x4
,y2xy2x

,y2xy2x
2222

2222






 

0.x0,x8   
Соңғы теңсіздік 0y өсімен сол жақ жарты жазықтықтың нүктелерінің жиынын 
анықтайды (және бұл нүктелер 2z   шартын қанағаттандырады). 

Өзара түйіндес ух iz  , уiхz   комплекс сандары үшін   zу-хz 22   
және 

    2222 zzухi-хiхzz  уу  
теңдіктері орынды. 
Мысал 9: 1)   zRe  және   zIm ; 
                  2) 2Im 2 z  
шарттарымен анықталатын z комплекс айнымалыны кескіндейтін нүктелер 
жиынын анықтау керек. 
Шешімі: z=x+iy санын хОу жазықтығының (х,у) нүктесі ретінде қарастырамыз. 
1) z=x+iy болсын. Онда   zRe  және   zIm  теңсіздіктері  х  және 

  у  теңсіздіктеріне пара пар болады. Ал бұл теңсіздіктер 
  уухх ,,,  түзулерімен шектелген тіктөртбұрыштың 

нүктелерінің   хх ,  түзулерінің кесінділерінің нүктелерін қоса 
есептегендегі жиынын анықтайды (3-сурет). 

 
                                 
      
 
          х                                        х  
 

      
                     у  

                                              
3-сурет 

 
2) iyxz   болсын. Онда 

      .22ImiyxImzIm 2222 xyxyiух   
Сонымен, xy2zIm 2  . 

Шарт бойынша 22 xy  немесе 1xy . Бұдан 
х

y 1
 , егер 0х  және х

y 1
 , 

егер 0х  шарттарын аламыз. Бұл шарттар оң және сол жарты 
жазықтықтарының 1ху  гиперболасынан сәйкес жоғары және төмен 

   y 

 х    0 



 

y
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орналасқан нүктелер жиынын анықтайды (4-сурет). 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
             4-сурет 
 

Мысал 10: 
4
11Re 








z
 теңдеуі қандай сызықты береді? 

Шешімі: iyxz   болсын. Онда 

222222ReRe1Re
yx

x
yx

yi
yx

x
zz
z

z 
































. 

Шарт бойынша 

4
1

22 
 yx
x

 немесе   42 22  yx . 

Бұл теңдеу центрі  0,2  нүктесі болатын, радиусы 2-ге тең шеңберді береді. 

Бұдан  0,0z  нүктесі анықталу жиынына тиіссіз екенін ескерсек, 
4
11Re 








z
 

теңдеуінің O(0,0) нүктесі аласталған осы шеңберді беретіні шығады (5-
сурет). 

 
 

 
 
 
 
  
                        
                          

                                                                                            
 

 
5-сурет 

 
Анықтама 8. z  санының аргументі деп Ох өсін z  санын кескіндейтін z 

векторының бағытымен беттестіру үшін бұратын бұрышты айтамыз. z  
санының аргументін zArg  түрінде белгілейміз. 

   y 

  х 
   0 

õ
y 1

х
y 1


х
y 1


y 

   0    2 4   x 
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Ескерту: Сағат тілінің бағытына қарама-қарсы бұру бағыты оң, ал бағыттас 
бағыты теріс бағыт деп есептелінеді. 

Мысалы үшін 1-суреттегі   бұрышы z  санының оң таңбалы аргументі, 
ал  2  теріс таңбалы аргументі болады. Анықтамадан, егер   бұрышы z  
санының аргументі болса, онда  k2  бұрышы k -ның кез келген бүтін 
мәнінде z  санының аргументі болатыны және аргументтің кез келген мәнінің 

,2,1,0k,2kπzArg   
теңдігінен алынатыны шығады. 
Сонымен zArg  шамасы шексіз көп мәнді болып шықты. Оның   ,  
аралығына тиісті мәнін аргументтің бас мәні деп атаймыз да zarg  түрінде 
белгілейміз. Нәтижесінде 

,2,1,0k,2kπzargzArg   
түріндегі аргументтің кез келген мәнін анықтайтын формуланы аламыз. 
Егер   бұрышы z=x+iy санының аргументі болса, онда 

сoszх ,   sinzу          (6) 
болады да, z саны 

  sinicoszz            (7) 
түрінде жазылады. z санының бұл түрі оның тригонометриялық пішіні деп 
аталады. 

Кейіннен қатарлар ұғымына тоқталғанда комплекс айнымалы көрсеткіштік 
функциясы ұғымы енгізіліп 

 sincosе ii            (8) 
түріндегі Эйлер формуласы беріледі. 

Оның көмегімен (7) теңдігі 
iezz            (9) 

түрінде жазылады. Комплекс санның бұл жазылым түрін оның көрсеткіштік 
пішіні деп атаймыз. 

Қарастырылған (6) теңдіктерінен аргументтің бас мәнін табудың келесі 
формуласын аламыз: 

































.0,0егер,
2

0,0егер,
2

0,0егерπ,
х
уarctg

0,0егерπ,
х
уarctg

0егер,
х
уarctg

zarg

yx

yx

yx

yx

x



              (10) 
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21 zz   және 21 argarg zz   теңдіктері 21 zz   теңдігінің белгісі болады. 
Түйіндес сандар үшін  

,argarg, zzzz   егер ,0arg z , 

   ,argarg zz   егер ,0arg z  
теңдіктері орынды. 

Мысал 11: 
3

arg 
z  шартымен жазықтықтағы нүктелердің қандай жиындары 

кескінделеді? 
Шешімі: Аргументтері 

3
π

  болып келетін z нүктелері координаталар 

жүйесінің басынан басталынып, нақты өспен 
3
π  бұрышын жасайтын сәуленің 

бойында орын алады. Керісінше осы сәулеге тиісті кез келген z  нүктесі (саны) 

үшін 3
πarg z  теңдігі орындалады. Демек, 

3
πarg z  шарты осы сәулені 

анықтайды (6-сурет). 
 
 
 
 
 

                        3
π

     

                     3
  

 
             6-сурет 

Мысал 12: i 1z3i, 4zi, z,i3 1 z,1z,1 z  6 5 43 21  i  
комплекс сандарының тригонометриялық және көрсеткіштік пішіндерін 
анықтаңыз. 
Шешімі: 
1) i 1 z1  саны үшін 1 у,1 х 11  . Онда (5) формуласы бойынша 

22
1

2
11  yxz ,  z 1 нүктесі (10) формуласының  0х   жағдайына 

сәйкес келеді (7-cурет). Олай болса 
 
 
  
 

 
 
 

7-сурет 

   y 

    х    0 

   y 

  х    0 

   1 

             1 

  r= 2  

  z(1,1) 
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.
4
π

1
1arctg

х
уarctgzarg

1

1
11   

Демек, тригонометриялық пішіні 





 

4
πsini

4
πcos2z1 , 

көрсеткіштік пішіні 
i

4
π

1 е2z   түрлерінде жазылады. 
2) 1 z2   саны үшін 0 у,01 х 22   болғандықтан, ол (10) формуласының 

 0y0,х   жағдайына сәйкес келеді (8-cурет), олай болса 

 



1

0arg 22 arctgz . 

 
 
  
 
 
 

 
8-сурет 

Санның модулі 112 z . 
Демек, тригонометриялық пішіні  

 sinicosz2  , 
көрсеткіштік пішіні 

i
2 еz   

түрлерінде жазылады. 
3) i3 1 z3   саны үшін 3 у,1 х 33  . Демек, (5) формуласы бойынша 

2у2
3

2
33  хz , ал  z 3 нүктесі үшін 0,0  yx  жағдайы орынды (9-

cурет) болғандықтан 
 

 
                          3  
                           
 
 

 
   
 9-сурет 

  .
3

2π3-arctg
х
уarctgzarg

3

3
33    

Демек, тригонометриялық пішіні 







 

3
2πsini

3
2πcos2z 3 , 

     y 

     х        0        -1 

  z(-1,0) 

  y 

  х  -1         0 

   r=2 

  z(-1, 3 ) 



15 
 

 

көрсеткіштік пішіні 
i

3
2π

3 е2z   
түрлерінде жазылады. 
4) i z4  нүктесі үшін 0 у,0 х 44   жағдайы орынды болғандықтан (10) 

формуласы бойынша 2
πargz 4   болады (10-cурет). 

 
 
  

 
 
 

 
 

 
10-сурет 
 

2
zarg 44


  . 

Санның модулі 14  iz . 
Tригонометриялық пішіні 
















2
sini

2
cosz2


, 

ал көрсеткіштік пішіні 
i

2
2 еz




  
түрлерінде айқындалады. 
5) i34 z5   санының модулін табамыз: 

  ,534у 222
5

2
55  хz  

аргументін табатын болсақ: 
,4 х5   яғни 0х   жағдайы. Олай болса 

.
4
3arctg

4
3-arctg

х
уarctgzarg

5

5
5 






  

Tригонометриялық пішіні 















 






 

4
3sini

4
3cos5z 5 arctgarctg , 

ал көрсеткіштік пішіні 






 

 4
3i

5 е5z
arctg

 
түрлерінде айқындалады. 

  y 

  х    0 

        -1 

  
 z(0, -1) 
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6) i 1 z6  санының модулі: 
,26 z  
,1 ,1 х 66  у  яғни 0 ,0 х 66  у  жағдайы. Олай болса 

.
4

3-
4

1arctg
1-
1-arctg

х
уarctgzarg

6

6
6

 





  

Tригонометриялық және көрсеткіштік пішіндері сәйкесінше 















 






 

4
3sini

4
3cos2z6

 , 









 4
3i

6 е2z


 
түрлерінде жазылады. 
Ескерту:   000,z   санының аргументі болмайды. 

 
1.4 Комплекс сандарға қолданылатын арифметикалық амалдардың 

геометриялық мағынасы 
 

Комплекс 1z  мен 2z  сандарының қосындысына геометриялық талдау 
жасау үшін олардың векторлық кескіндерін қарастырамыз. Сонда z1+z2 
қосындысына векторларды қосудың параллелограмм ережесі бойынша z1+z2 
векторы сәйкес келеді (11-сурет). 

Сол сияқты 12 zz   санына z2-z1 векторы cәйкес келеді (12-сурет). 
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 

 
11-сурет      12-сурет 
 

11 және 12 суреттерінен, үшбұрыштың қабырғасының ұзындығы басқа екі 
қабырғаларының ұзындықтарының қосындысынан артық емес, ал 
айырмасының модулінен кем емес екенін ескерсек, 

,zzzz 2121   

2121

n21n21

zzzz

,zzzzzz



 
 

теңсіздіктерін аламыз. 

  y 

  х 

  z2 

  z1 

z1+z2 

  х 

  y 

  z1 

  z2 

z2-z1 

  z2 

  z1 

z1+z2 

z2-z1 

  z1 

  z2 

  -z1 
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12-суреттен z2-z1 векторының ұзындығы 1z , 2z  нүктелерінің ара 

қашықтығына тең екенін көреміз, олай болса 12 zz   саны 1z , 2z  сандарының 
ара қашықтығын береді. 

Енді комплекс сандардың көбейтіндісі мен қатынасына тоқталайық. 
)sincos( 1111  izz  ,   )sincos( 2222  izz   

сандарының көбейтіндісін қарастырсақ 
    21212121 sincoszzzz   i ,               (11) 

теңдігін аламыз. 
Бұдан мынадай қорытынды шығады: 

,zzzz 2121   
  2121 zАrgАrgzzzАrg  ,                (12) 

яғни екі комплекс санның көбейтіндісінің модулі олардың модульдерінің 
көбейтіндісіне тең, ал аргументі көбейткіштерінің аргументтерінің 
қосындысына тең. 

(8) теңдігінің негізінде (11) теңдігі көрсеткіштік пішінде 
)(

212121
2121 ezzzzzz   iii ee  

түрінде жазылады. 
Комплекс сандардың векторлық кескіндерін қарастырсақ 21zz  

көбейтіндісінің векторы z1 векторын 2zarg  бұрышына бұру және 2z  «есе 
ұзарту» арқылы алынады деп айта аламыз. Егер 2zarg  оң болса бұру бағыты 
сағат тіліне қарама-қарсы, ал теріс болса сағат тілімен бағыттас болады. 1z 2   
болғанда, 2z  санына көбейту z1 векторын тек бұруға, ал 0zarg 2   болғанда тек 
«ұзартуға» әкеледі. 
Мысал үшін і санына көбейтуге 90о –қа бұру, 3 санына көбейтуге 3 есе ұзарту 
сәйкес келеді. 

Жоғарғыдағы (12) теңдіктері комплекс көбейткіштердің кез келген 
сандарынының n21 zzz   көбейтіндісі жағдайына да таралады: 

,zzzzzz n21n21    
  n21n21 Argz.ArgzArgzzzzArg   .             (13) 

(13) формулаларынан z n21 zzz   жағдайында келесі теңдіктер шығады: 
Argz,nArgz,zz nnn                           (14) 

Енді 1z , 2z  сандарының қатынасын қарастырсақ ( 0z 2  ) 
   
  

    2121
2

1

2222

2211

2

1

222

111

2

1

sincos
z
z

sincossincos
sincossincos

z
z

)sincos(z
)sincos(z

z
z





















i

ii
ii

i
i

            

(15) 

теңдігін аламыз. Бұдан 
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,
z
z

z
z

2

1

2

1   

21
2

1 zArgzArg
z
zArg 







,                 (16) 

яғни екі комплекс санның қатынасының модулі олардың модульдерінің 
қатынасына тең, ал осы екі санның қатынасының аргументі бөлінгіш пен 
бөлгіштің аргументтерінің айырымына тең екендігі шығады. 
Сонымен, қатынастың векторы да бөлінгіштің векторын «ұзарту» мен бұру 
арқылы алынатыны шықты. 
(15) теңдігі көрсеткіштік пішінде 

)(

2

1

2

1 21e
z
z

z
z   i

 

түрінде жазылады. 

Мысал 13:   1) i1
i1




;    2)    46 3i 1 i ;    3) 
 
 4

6

3
i 1
i


 комплекс сандарының 

тригонометриялық және көрсеткіштік пішіндерін анықтаңыз. 
Шешімі: 
1) i1z1   және i1z2   комплекс сандарының модульдері мен 

аргументтерін тауып алайық: 
  1

22
1 z,211z   саны үшін 01y0,1 х , олай болса 

 
4
π

1
1arctgzarg 11 


 . 

2
22

2 z,211z   саны үшін 01y0,1 х , олай болса 

 
4
π

1
1arctgzarg 22  . 

(15) формуласы бойынша 





























 






 




2
πsini

2
πcos

4
π

4
πsini

4
π

4
πcos

2
2

i1
i1

. 

Cонымен ,
2
πsini

2
πcos

i1
i1



















 
ал көрсеткіштік пішіні 

.еz 2
-i 











 
2)    46 31z i i   санының модулі мен аргументін (13) және (14) 

формулаларын қолданып табамыз: 
              ;2223 1313 1 746464646  iii iiiz  
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           
   

  ,1462
6

462
6

13462
3

2
2

32
6

42
4

6

3Аrg4 1Аrg63Аrg 1Аrg3 1АrgzАrg
4646













 






 



lk

lklklk

iiiiii

 

мұндағы ,...2,1,0, lk . 
Tригонометриялық пішіні 

    





 














 






 

6
sini

6
cos21462

6
sini1462

6
cos2z 77  lklk , 

ал көрсеткіштік пішіні 

.е2z 6
i7


  

3)  
 4

6

3

i 1z
i


  санының модулі 

 
 

 
2
1

2
2

3
i 1

4

6

4

6

4
2

6
1 






iz
zz , 

аргументі 
       

  ,....2,10,,4-62
6

5

2
6

42k
4

63Аrg4 1Аrg63Аrg 1АrgzАrg
46









 






 

lklk

liiii





 

Tригонометриялық пішіні 







 

6
5sini

6
5cos

2
1z 

, 

ал көрсеткіштік пішіні 

.е
2
1z 6

5i 

  

Мысал 14: Келесі теңдіктер мен теңсіздіктер арқылы z  жазықтығының 
нүктелерінің қандай жиындары кескінделеді: rzz 0  , rzz 0  , rzz 0  , 

Rzz 0 r , мұндағы 000 ibaz   - комплекс сан,   0;,r R . 
Шешімі: 
1) 0zz   модулi z  нүктесінен 0z  нүктесіне дейінгі қашықтық екені жоғарыда 

айтылған, олай болса r 0zz  теңдігі берілген 0z  нүктесінен r  
қашықтығында орналасқан барлық z  нүктелерінің жиынын анықтайды, 
яғни центрі 0z  нүктесі, радиусы r болатын шеңберді береді; 

2) rzz 0   теңсіздігін қанағаттандыратын барлық z нүктелерінің 
геометриялық орны алдыңғы мысалдағы шеңбердің ішінде жатқан 
комплекс жазықтықтағы нүктелер жиыны болады (бұл дөңгелек ашық 
дөңгелек деп аталады); 
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r 

-r 

-r r 

3) rzz 0   теңсіздігін қанағаттандыратын барлық z нүктелерінің 
геометриялық орны бірінші мысалдағы шеңбердің сыртында жатқан 
комплекс жазықтықтағы нүктелер жиыны болады; 

4) Rzz 0 r  теңсіздіктерін қанағаттандыратын барлық z нүктелерінің 
геометриялық орны r 0zz  және Rzz 0   концентрлі шеңберлер 
арасындағы сақинаны анықтайды. 

Мысал 15: Мына шарттармен жазықтықтағы нүктелердің қандай жиындары 
кескінделеді: .Rzr)2;4i3z)1   
Шешімі: 
1) ρzz 0   теңдігін қанағаттандыратын нүктелердің геометриялық орны- 

центрі  0z  нүктесінде, ал радиусы ρ  болатын шеңбер. Біздің жағдайда 
  4i3zi3z   теңдігі центрі i3z0  , радиусы 4ρ   болатын шеңбер. 

(13-сурет). 
2) Rzr   теңсіздіктер жүйесі центрлері координаталар жүйесінің 

басында орналасқан, ал радиустары сәйкесінше r және R болатын 
концентрлі шеңберлермен шектелген, ішкі шеңбер нүктелерін қоса 
есептегендегі, сақинаны анықтайды (14-сурет). 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

  
                                      
                     

 
 
 

 
 
13-сурет      14-сурет 
 

1.5 Комплекс сандарды дәрежелеу, олардың түбірлерін табу 
 
z - комплекс, n - натурал сандар болсын. z санын n дәрежеге шығару, яғни 

nz  санын табу есебін қарастырамыз. 

   

         0 
   -1 

              3 

          Z0 

   y 

  х    0        r 

  y 

  R 

4ρ 

   x 

  -R 

-R 

R 

r 

R 

Z 
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Егер z саны ух iz   алгебралық түрінде жазылса, онда үлкен n натурал 
сандары үшін  nух izn   дәрежесін табу ұзақ есептеулерді қажет етеді. 

Егер біз z санының   sinicosrz   тригонометриялық түріне көшсек 
  nn isincoszz   

теңдігін аламыз. Бұдан (14) теңдіктерінің негізінде Муаврдың дәрежелеу есебін 
шешуді жеңілдететін  

    nisinncosrnisinncosz nn nz              (17) 
формуласын аламыз. 
Көрсеткіштік түрде бұл формула 

inn еz  nr                    (18) 
түрінде жазылады. 
Мысал 16: 

60,31 ziz   мәнін есептеңіз. 
Шешімі: 31 iz   санын тригонометриялық түрде жазып алайық 







 

3
2sin

3
2cos231  ii . 

Жоғарғыда берілген (17) формуласын қолдансақ 

    60606060
240sin40cos2

3
260sin

3
260cos231 














 






   iii  

нәтижесіне келеміз. 
Анықтама 9. Егер 

znw  
теңдігі орынды болса, онда w  комплекс саны z комплекс санының n дәрежелі 
түбірі деп аталады (n=2,3,4,…). z санының n дәрежелі түбірі n z  түрінде 
белгіленеді, яғни 

n zw . 
Мысал үшін 12 i  және   12  i  болғандықтан, анықтама бойынша, i  саны 

да  i  саны да (-1) санының 2 дәрежелі түбірі болады. Бұл мысалдан комплекс 
санның түбірінің көпмәнді болатыны шығады. 

Енді n zw   түбірінің барлық мәндерін табу есебін қарастырайық. 
  isincoszz   және  θsiniθcosw wzn  болсын деп 

ұйғаралық. Онда zw n   болғандықтан 
    isincosznθisinnθcosw n   

теңдігі орындалады. Бұл теңдіктен 
,zw n 2,1,0,k,2kπnθ   

немесе 
n zw   және 2,1,0,k,

n
2kπθ 




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болатыны шығады, мұндағы n z  - z  нақты санының n дәрежелі 
арифметикалық түбірі. 

Сонымен 

  ,
n
2kπisin

n
2kπcoszisincoszz nnn 






 







 
...2,1,0,k            (19) 

формуласын алдық. Бұдан косинус пен синустың 2  - периодты екенін 
ескерсек, 

,
n
2kπisin

n
2kπcoszz nn 






 







 
 1-n...,2,1,0,k              (20) 

формуласы шығады. Есептеулерде zarg  деп алған қолайлы болады. 
Мысал 17: 3 i46  түбірінің барлық мәндерін табыңыз. 

Шешімі: Түбір астындағы i46z   санының модулі мен аргументін табамыз 

46460z 22  , 
2
πzarg   , 

(19) формуласы бойынша 

,
3

2kπ
2
π

sini
3

2kπ
2
π

cos4
2
πsini

2
πcos46i46 33


























































 
мұнда .21,0,k   































 







 



































2.kегер,i232
2
1i

2
34

6
7πsini

6
7πcos4

1,kегер,i4
2
πsini

2
πcos4

0,kегер,i232
2
1i

2
34

6
πsini

6
πcos4

i463

 
Сонымен, 3 i46  түбірінің келесі үш мәнін алдық 

      .232i46,4i46,232i46 3
3

2
3

1
3 iii   

Тексеру: 
  ,i46232

3
 i     i46i4 3  ,    i46232

3
 i . 

Мысал 18: Теңдеулерді шешіңіз: 
1) 064z 6  ; 2) 012zi4z2  . 

Шешімі: 
1) 064z6   

64z 6   
6 64z   

.5,4,3,2,1,0,
6
2sini

6
2cos64z 6 






 




 kkk 
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,
2
1i

2
32z1 








   ,i02z2   

,
2
1i

2
32z3 








  ,

2
1i

2
32z4 








  

 ,i02z 5   .
2
1i

2
32z6 








  

2) 012zi4z2   
  0124i2-z 2   
  16i2-z 2   

16i2-z   
.1,0,

2
2sini

2
2cos16i2-z 






 




 kkk 
 

i4i2-z   немесе i4i2-z   
i.2zi,6z 21   

1.6 Есептер 
 
№1. Келесі теңдіктерді дәлелдеңіз: 

1) 2121 zzzz  ; 3) 
2

1

2

1

z
z

z
z









; 

2) 2121 zzzz  ; 4) 2121 zzzz  . 
 
№2. Комплекс сандарды тригонометриялық және көрсеткіштік түрлерінде 
жазыңыз, комплекс жазықтықта бейнелеңіз: 

1) 4 - ;    9)   









2
1i

2
3i1 ; 

2) 3 ;    10)   3i1i22  ; 

3) 5i ;    11) 
i1
3i1


 ; 

4) 2i - ;    12) 
i3

i1


 ; 

5) i 1-  ;   13) 
3i1
i3


 ; 

6) 2i - 2- ;   14) 
2i2

i22

 ; 

7) i
2
1

2
3
 ;   15) 

i1
3i1


 ; 

8) 3i1 ;   16) 
3i1
i22

i3
i1

i1
2










; 
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17) i3  ;   19) .
i2

i
i21

1





 

18)   i1i31  ; 
 

№3. Теңсіздіктерді шешіп, шешімдер жиынының геометриялық кескінін 
көрсетіңіз: 
1) Re z≥3;     10) 4i1z  ; 

2) Im z≤1;     11) 
2
πzarg

4
π2;iz1  ; 

3) α≤arg z≤β;     12) 3z2  ; 
3

4πzarg
8
π

 ; 

4) а≤arg z≤β және с≤Re z≤d болса; 13) 1
1z
1z



 ; 

5) |z|<2;      14) 1zIm0  ; 

6) 2z  ;      15) 2i2z1  ; 

7) 1,
z
1

  0z  ;    16) iz1z  ; 

8) 2
z
1
 , 0z  ;     17) 2zRe1  . 

9) 8i5z  ; 
 

№4. Комплекс сандардың аргументтері мен модульдерін табу керек: 

1) 
i
1 ; 2) 

i
i




1
1 ;   3)  331 i . 

 

№5. Муавр формуласын қолданып еселі бұрышты функцияларды sin  және 
cos  функциялары арқылы өрнектеңіз: 

1) 2sin ;  3) 3sin ; 5) 4sin ; 7) 5sin ; 
2) 2cos ; 4) 3cos ; 6) 4cos ; 8) .5cos   
 

№6. Теңдеулерді шешіңіз: 
1) 033z3zz 23  ;  2) 0.1546zz4z 234  z  
 

№7. Табу керек: 
1) i1 ;     3) 3 i ; 
2) 3 1 ;     4) 3 22 i . 
 

№8. Түбірлердің мәндерін тауып олардың комплекс жазықтықтағы бейнелерін 
көрсетіңіз: 
1) 3 i ;     5) i ; 
2) 4 i ;     6) 4 1 ; 
3) 4 1 ;     7) 3 i1 ; 

4) 3i22  ;    8) 5
6
πisin

6
πcos2 






  . 



25 
 

 

№9. Есептеңіз: 

1)  2i33  ;    6) ;
1
2

2

10

5












i
i  

2)  5i3  ;    7) ;
i1

i31
40













  

3) 4i) 2-(2 ;    8) 7i)2-(2 ; 

4) 
3

i22
i22











 ;    9) 

3

i1
i1








 . 

5) ;
2
3

2
1

2006









 i  10)  

 3

5

1
1

i
i


 . 

 
№10 Берілген қосындыларды табу керек. 
1) ;99cos...3cos2coscos    
2) ;99sin...3sin2sinsin    
3) ;cos...2coscos1  n  
4) ;100cos...6cos4cos2cos    
5) ;sin...3sin2sinsin  n  

6) ;
cos
sin...

cos
3sin

cos
2sin

cos
sin

32 











n
n

  

7) .
32

15sin...
32
5sin

32
3sin

32
sin 4444 

  

 
№11. bzaz   теңдеуіне қандай сызық сәйкес келеді? 
 
№12. 1,  kbzkaz  теңдеуіне қандай сызық сәйкес келеді? 
 
№13. Берілген кесінді белгілі   бұрышымен көрінетін нүктелердің 
геометриялық орнын табыңыздар. 
 
№14. Берілген теңдеулер қандай сызықты береді? 
1)     ;-tt,21z i ; 2)     ;0tt,21z i . 
 
№15. Егер     ,0,0-t  болса, онда 

1) ;tz
t
i

  

2) 2
2

t
tz i


 
теңдеулеріне қандай сызықтар сәйкес келеді? 

 
№16. y=х2 параболасының параметрлік теңдеуін комплекстік түрде жазу керек. 
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2 КОМПЛЕКС АЙНЫМАЛЫ ФУНКЦИЯЛАР 
2.1 Негізгі анықтамалар 

 
Функция ұғымын енгізбестен бұрын комплекс сандар жиынына 

байланысты кейбір қажетті ұғымдарды енгізіп алайық. 
z 0  нүктесінің  - аймағы деп жазықтықтың  0zz  теңсіздігін 

қанағаттандыратын барлық z нүктелерін, яғни центрі z0 нүктесі, радиусы   
болатын ашық дөңгелекті айтамыз. 

z0 нүктесінің ойық (тесік)  - аймағы деп жазықтықтың  00 zz  
теңсіздігін қанағаттандыратын барлық z нүктелерін, яғни z0  центрі аласталған 

 0zz  ашық дөңгелегін айтамыз. 
Жиынның ішкі нүктесі деп, осы жиында өзінің қандай да бір аймағымен 

жататын нүктені айтамыз. 
Ашық жиын деп тек ішкі нүктелерден тұратын жиынды айтамыз. 
Жиынның шекаралық нүктесі деп кез келген аймағында осы жиынға тиісті 

де тиіссіз де нүктелер бар болатын нүктені айтамыз. 
Жиынның шекарасы деп оның барлық шекаралық нүктелерінің жиынын 

айтамыз. 
Жиынның тұйықталуы деп жиын мен оның шекарасының бірігуін 

айтамыз. А жиынының тұйықталуы А  түрінде белгіленеді. 
Тұйық жиын деп өзінің тұйықталуына тең жиынды айтамыз. 
Матаулы жиын деп кез келген екі нүктесін осы жиында жататын үзіліссіз 

сызықпен жалғауға болатын жиынды айтамыз. 
Облыс деп кез келген матаулы ашық жиынды айтамыз. 
Облыс бір матаулы деп аталады, егер оған іштей сызылған кез келген 

тұйық контур шектейтін жиын облыстың ішкі жиыны болса. 
Тұйық облыс деп облыстың тұйықталуын айтамыз, яғни D облыс болса D  

тұйық облыс болады. 
Шектелген облыс деп қандай да бір дөңгелекке ішкі жиын болатын 

облысты айтамыз. 
Анықтама 10. Егер белгілі бір f

 
заңы бойынша К жиынының әрбір z комплекс 

санына бір немесе бірнеше w комплекс саны сәйкестікке қойылса, онда К 
жиынында анықталған z айнымалысының функциясы f  берілген дейміз де, оны 

  Kzzfw  ,                   (21) 
түрінде жазамыз. 

K  аталған функцияның анықталу жиыны, ал  KzzfwwL  ),(:  өзгеру 
жиыны деп аталады. 

Егер әрбір z  санына тек бір ғана w саны сәйкестікке қойылса, онда (21) 
функциясы бірмәнді, баcқа жағдайда көпмәнді деп аталады. 
Мысал 19: 

1) 
z

w 2
  - комплекс жазықтығының z=0 нүктесінен өзге барлық нүктелерінде 

анықталған бір мәнді функция; 
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2) 43  zzw  - комплекс жазықтығыда анықталған қос мәнді (көпмәнді) 
функция, себебі комплекс санның квадрат түбірінің, жалпы, екі мәні 
болады. 
Егер ivuwiyxz  ,  деп ұйғарсақ, онда 

       yxivyxuiyxfwzfw ,,   
теңдігіне келеміз, бұдан 

   yxuzf ,Re  ,    yxvzf ,Im  . 
K  анықталу жиыны z (х0у) жазықтығында, L өзгеру жиыны w (u0v) 

жазықтығында кескінделеді. 
а)       б) 
 
 
 
 
 
 
 
 

Сурет 15 
 

Егер f(z)w  болса, онда w  берілген z  нүктесінің, ал L - К жиынының 
бейнесі деп аталады (Cурет 15a, 15б). 
Мысал 20: ziw  3z  комплекс айнымалы функциясының нақты және 
жорамал бөліктерін көрсетіңіз. 
Шешімі: ivuwiyxz  ,  екенін ескерсек  

       xуyхiухухiухiiухivu  32233 33  
теңдігін аламыз. Олай болса ziw  3z  функциясының нақты u және жорамал 
v бөліктері келесі теңдіктермен анықталады: 

.3Im,3Re 3223 уxyхvwухухuw 
 

Мысал 21: 
z

w 1
  функциясын ivuw   түрінде жазыңыз. 

Шешімі: 

222222
11

yx
yi

yx
x

yx
iyx

iyxz
ivu














 . 

Сонымен 2222 yx
yi

yx
xw





 , мұнда 

    .,,, 2222 yx
yухv

yx
xухu





  

Мысал 22: 2zw  функциясы х=a  түзуін қандай сызыққа бейнелейді? 
Шешімі: 

  xyiyxiyxivu 2222   

   u 

L 
 w=f(z)  

  0 

  v 
w 

  x 

К 
z

.
  0 

   y  z 
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жазылуынан 
xyvyxu 2,22   

екендігі шығады. Бұдан х=a десек, 
аyvyаu 2,22   

теңдіктерін аламыз. 
Екінші теңдеуден у- тің мәнін тауып бірінші теңдеуге қойсақ 

 222 4 аuаv   
түріндегі параболаның теңдеуіне келеміз (Сурет 16). 
 
 
 

 
                            х=a 
 
 
                           
 

 
 
 
 

Сурет 16 
 

Сонымен 2zw  функциясы х=a  түзуін  222 4 аuаv   параболасына 
бейнелейді. 
 

2.2 Тізбектер мен функциялар шектері. Үздіксіздік 
 

Бізге  ,z,,z,z n21  комплекс сандар тізбегі берілсін, мұндағы 
  Nnnf  ,zn  - тізбектің жалпы мүшесі (  nf  - бірмәнді функция), N  барлық 

натурал сандар жиыны. 
Анықтама 11. Егер кез келген 0ε   саны үшін  εN  нөмірі табылып,  εNn   
теңсіздігін қанағаттандыратын барлық n нөмірлері үшін 

εzz 0n   
теңсіздігі орынды болса, онда 0z  комплекс саны  ,z,,z,z n21  комплекс 
сандар тізбегінің шегі деп аталады. 

0z  санының nz  тізбегінің шегі болуы 

0nn
zzlim 


 

түрінде белгіленеді. 

Мысал 23: ...,2,1, 



 n
in
inzn  тізбегінің шегі 1 болатынын дәлелдеңіз. 

Дәлелдеуі: кез келген 0  саны берілсін. Nn  теңсіздігін қанағаттандыратын  

  x   0 

   y    v 

   u a   0  a2

 222 4 аuаv 
 a22

 a22
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барлық n үшін 1nz  болатындай N нөмірі табылатынын көрсетелік, 

1
2

1
11

1
1












nn

i
n

inzn , 

онда 1nz  теңсіздігі 
1
2

n
, яғни 12




n  

болғанда орындалады. Демек,  

  







 12


NN  

деп алсақ, мұндағы  x  - x  санынан кіші ең үлкен бүтін сан, Nn   теңсіздігін 
қанағаттандыратын барлық n үшін 1nz  теңсіздігі орындалады. Олай болса 

анықтама бойынша 1lim 
 nn

z . 

Комплекс сандардың теңдігінің белгісі бойынша, егер nnn iyxz  , 000 iyxz   
болса, онда 00 limlim ххzz nnnn




 және .lim 0ууnn



 

Бұл тұжырымнан, nх  және nу  нақты сандар тізбектері болғандықтан, 
нақты тізбектердің қасиеттері комплекс сандар тізбектеріне де орынды болады. 
Анықтама 12. Егер 0Е    ЕN  нөмірі табылып Nn  теңсіздігін 
қанағаттандыратын барлық n нөмірлері үшін 

Ez n   
теңсіздігі орынды болса, онда

 


 nn
zlim  дейміз. 

Бұл жағдайда nz  тізбегін шексіз алыстағы нүктеге жинақталады деп 
айтамыз. Сонымен шексіз алыстағы нүкте деп аталатын z  нүктесі 
енгізілді. 

z  нүктесінің аймағы деп 0z  R  теңсіздігімен анықталатын жиынды, 
яғни Rz  шеңберінің сыртын айтамыз. 

Комплекс сандар жазықтығын z  шексіз алыстағы нүктесімен 
толықтырып комплекс сандардың кеңейтілген жазықтығын аламыз. 

Сонымен комплекс сандар тізбегінің шегі бар болса, онда ол не санға, не 
шексіздікке тең болады. Бірінші жағдайда шек тиянақты, ал тізбек жинақты 
деп аталады. 

Енді  f(z), W  Kz  функциясының нүктедегі және шексіздіктегі шектері 
ұғымдарын берейік. 

 

Функцияның нүктедегі шегі. 
Анықтама 13. 
1) Егер кез келген 0ε   саны үшін   0zε, 0   саны табылып δzz0 0   

және Kz  шарттарын қанағаттандыратын барлық z  үшін 
εf(z)  A  

теңсіздігі орындалса, онда А саны  f(z), W  Kz  бірмәнді функциясының 
z  айнымалысы 0z  санына ұмтылғандағы шегі деп аталады  
Белгіленуі:   Azf

zz


 0

lim .  
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2) Егер кез келген 0ε   үшін   0zε, 0   табылып δzz0 0   және Kz  
шарттарын қанағаттандыратын барлық z  үшін 
  zf  

теңсіздігі орындалса, онда  f(z), W  Kz  бірмәнді функциясының z  
айнымалысы 0z  санына ұмтылғандағы шегі шексіздікке тең дейміз. 
Белгіленуі:   


zf

zz 0

lim . 
 

Функцияның шексіздіктегі шегі. 
Анықтама 14. 
1) Егер кез келген 0ε   үшін   0  табылып δz   шартын 

қанағаттандыратын барлық z  үшін 
εf(z)  A  

теңсіздігі орындалса, онда А саны f(z) W   бірмәнді функциясының z  
айнымалысы   - шексіз алыстағы (немесе шексіздіктегі шегі) нүктеге 
ұмтылғандағы шегі деп аталады. 
Белгіленуі:   Azf

z



lim . 

2) Егер кез келген 0ε   үшін   0  табылып δz   шартын 
қанағаттандыратын барлық z  үшін 
  zf  

теңсіздігі орындалса, онда f(z) W   бірмәнді функциясының z  
айнымалысы   - шексіз алыстағы нүктеге ұмтылғандағы шегі 
шексіздікке тең дейміз. 
Белгіленуі:   


zf

z
lim . 

Анықтама 15. Егер 
)f(zf(z)lim 0

zz 0




 

болса, онда f(z)  функциясы Dz0   нүктесінде үздіксіз деп аталады. 
Анықтамадан, функцияның z  нүктесінде үздіксіз болуы 

     0zfΔzzflimΔWlim
0Δz0Δz




 

теңдігінің орындалуымен пара-пар екендігі шығады. 
Анықтама 16. Егер f(z) W   функциясы D  жиынының әрбір нүктесінде 
үздіксіз болса, онда ол D  жиынында үздіксіз деп аталады. 

Егер f(z)  және (z)  функциялары 0z  нүктесінде үздіксіз болса, онда 0z  

нүктесінде  (z)f(z)   және (z)f(z)   функциялары, ал 0)(z0   болса
 (z)

f(z)


 

функциясы да үздіксіз болады. 
 

2.3 Комплекс сандық қатарлар 
 

  ,z , , z, z n21   комплекс сандар тізбегі берілсін, мұндағы 
   NnRyxiyxnfz nnnnn  ,,,  
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тізбектің жалпы мүшесі. 

......21
1





n

n
n zzzz                 (22) 

өрнегін комплекс сандық қатар деп атаймыз. (22) қатары 

        ......2211
11









nn

n
nn

n
n iyхiyхiyхiyхz  

түрінде де жазылады. 
Нақты сандар қатарларындағы сияқты 

   
 


n

k

n

n
kk

n

k
kk

n

k
kn yiхiyхzS

1 111
              (23) 

қосындысы (22) қатарының n-ші дербес қосындысы деп аталады. 
Анықтама 17. Егер S n  дербес қосындылар тізбегінің 

SyiхS
n

k

n

n
knknnn
  

 
 1 1

limlimlim  

тиянақты шегі бар болса, онда (22) қатары жинақты қатар деп, ал S - 
комплекс саны оның қосындысы деп аталады. Егер де 

 nn
Slim  немесе nS  

тізбегінің шегі жоқ болса, онда (22) қатары жинақсыз қатар деп аталады. 
Тізбектің шегінің қасиеті бойынша (22) қатары жинақты болу үшін  

......21
1





k

k
k хххх                 (24) 

және 

......21
1





k

k
k yyyy                 (25) 

нақты сандар қатарларының әрқайсысының жинақты болуы қажетті және 
жеткілікті болатыны шығады. Сондай-ақ, 1S  - (24) қатарының, ал 2S  - (25) 
қатарының қосындысы болса, онда 21 iSSS   теңдігі орынды болады. Бұдан, 
мүшелері комплекс сандар болып келетін қатардың жинақтылыққа зерттелінуі 
мүшелері нақты сандар болатын (24) және (25) қатарларының 
жинақтылықтарының зерттелінуіне әкелетіні шығады. 

Сондықтан нақты сандық қатарларға тән төмендегі ұғымдар мен 
тұжырымдар комплекс сандық қатарлар теориясында да орынды болады. 
Егер (22) қатары жинақты болса, онда 

0zlim n
n




. 

Бұл теңдік (22) қатарының жинақтылығының қажетті шарты болады. 
Салдар: Егер 0zlim nn




 болса, онда (22) қатары жинақсыз болады. 













 

111
21 ...

nk
k

nk
k

nk
knnn yixzzzr  



32 
 

 

қатары (22) қатарының қалдығы деп аталады. Егер (22) қатары жинақты болса, 
онда nn SSr  . 
Анықтама 18. Егер (22) қатарының мүшелерінің абсолюттік шамаларынан 
құрылған қатар, яғни 

......21
1





n

n
n zzzz                 (26) 

қатары жинақты болса, онда (22) қатары абсолютті жинақты деп аталады. 
Абсолютті жинақты қатарлар үшін келесі қасиеттер орынды: 

1) асолютті жинақты қатар жинақты қатар болады; 
2) егер қатар абсолютті жинақты болса, онда оның мүшелерінің орнын 

ауыстырғаннан қатардың жинақтылығы мен қосындысы өзгермейді; 
3) егер қатар абсолютті жинақты болса, онда оның мүшелерін қалай топтасақ 

та қатардың жинақтылығы мен қосындысы өзгермейді; 
4) абсолютті жинақты қатарларды мүшелеп көбейткеннен алынған қатар 

абсолютті жинақты болады. 
 

(26) қатары оң сандық қатар болғандықтан, комплекс сандық қатардың 
абсолютті жинақтылығын анықтау үшін оң сандық қатарының жинақтылық 
белгілерін қолдана аламыз. 
1. Cалыстыру белгілері: 
I cалыстыру белгісі. Егер Nk   үшін kk wz   теңсіздігі орынды болатындай 

қандай да бір N саны табылып және 


1n
nw  қатары жинақты болса, онда 




1n
nz  қатары абсолютті жинақты болады. 

II cалыстыру белгісі. Егер 
k

k

n w
z

lim


 шегі нөлден өзгеше сан болса, онда 


1n
nz  

және 


1n
nw  қатарларының бірінің абсолютті жинақтылығынан екіншісінің де 

абсолютті жинақтылығы шығады. 

2. Даламбер белгісі. Егер 1lim 1 


n

n

n z
z

 болса, онда 


1n
nz  қатары абсолютті 

жинақты болады. 

3. Кошидің радикалдық белгісі. Егер 1lim 


n
nn

z  болса, онда 


1n
nz  қатары 

абсолютті жинақты болады. 
 

2.4 Дәрежелік қатарлар 
 

М жиынында анықталған комплекс аргументті функциялар тізбегі 
      ...,,...,, 21 zfzfzf n  
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берілсін. Осы функциялар арқылы құрылған 

        ......21
1






zfzfzfzf n
n

n                (27) 

қатары функциялық қатар деп аталады. 
Егер z айнымалысына Mz 0  тұрақты мәнін берсек (27) функциялық 
қатарынан 

        ...... 00201
1

0 




zfzfzfzf n
n

n  

сандық қатарын аламыз. Бұл сандық қатар жинақты болса z0 нүктесі (27) 
функциялық қатарының жинақтылық нүктесі деп аталады да, (27) 
функциялық қатарын z0 нүктесінде жинақты дейміз. (27) функциялық 
қатарының барлық жинақтылық нүктелерінің жиынын осы қатардың 
жинақтылық облысы деп атаймыз. 

Егер (27) функциялық қатарында  zfn  функциясын    nnn zzczf 0  
түріндегі дәрежелік функция деп алсақ 

      ......)( 0
2

020100
0






n
n

n

n
n zzczzczzcczzc              (28) 

дәрежелік қатарын аламыз, мұндағы nc - комплекс сан (қатардың 
коэффициенті), iyхz  - комплекс айнымалы,  z0 - берілген комплекс сан. 

(28) дәрежелік қатары z0 нүктесінде жинақты (қосындысы 0c ). Олай болса 
оның жинақтылық облысы құр жиын емес. 

Енді (28) дәрежелік қатарының жинақтылық облысын айқындайтын негізгі 
теоремаға тоқталайық. 
Абель теоремасы. Егер (28) дәрежелік қатары қандай да бір 01 zz   нүктесінде 
жинақты болса, онда ол 010 zzzz   теңсіздігін қанағаттандыратын кез келген 

z нүктесінде (яғни центрі z0 нүктесі, радиусы 01 zz   болатын ашық дөңгелекте) 
абсолютті жинақты болады. Егер (28) дәрежелік қатары қандай да бір 2z  
нүктесінде жинақсыз болса, онда ол 020 zzzz   теңсіздігін 
қанағаттандыратын кез келген z нүктесінде (яғни центрі z0 нүктесі, радиусы 

02 zz   болатын тұйық  дөңгелектің сыртында) жинақсыз болады. 
Абель теоремасынан, егер теоремада аталған 1z  және 2z  нүктелері бар 

болса, онда (28) қатары Rzz  0  дөңгелегінде жинақты, ал оның сыртында 
жинақсыз болатын R  оң саны табылатыны шығады. 

R  саны (28) қатарының жинақтылық радиусы, ал Rzz  0  дөңгелегі 
қатардың жинақтылық дөңгелегі деп аталады. 

Егер (28) қатары тек z0 нүктесінде жинақты болса 0R , ал кез келген 
нүктеде жинақты болса R  деп аламыз. 

(28) қатарының жинақтылық радиусын 
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1

lim





n

n

n c
cR                    (29) 

немесе 

n
nn

c
R




lim

1                    (30) 

формулаларымен табуға болады. 

Мысал 24:  





0

1
n

nn zi  қатарының жинақтылық радиусын табыңыз. 

Шешімі: Мұнда   0,1 0  ziс n
n .  nс  коэффициентінің модулі 

    .2211 2
nnnn

n iiс   
Жинақтылық радиусын (30) формуласы бойынша табамыз: 

.
2

1

2

1lim
2


 n nn

R  

Мысал 25:  
 



 


0 21n
n

n

n
iz  қатарының жинақтылық дөңгелегін табыңыз. 

Шешімі: Берілген қатарды (28) түрінде жазып аламыз: 

   n

n
n iz

n





0 21
1 . 

Бұдан   ,
21

1
nn n

с


  iz 0  екендігі шығады. Енді (29) формуласы бойынша 

жинақтылық радиусын табамыз: 
 
  .2

12
22limlim

1

1











 n
n

c
cR n

n

n
n

n

n
 

Жинақтылық дөңгелегі деп Rzz  0  дөңгелегін атағамыз, демек, 
берілген қатардың жинақтылық дөңгелегі 2 iz  дөңгелегі болады. 

Мысал 26: 


0 !n

n

n
z

 қатарының жинақтылық облысын табыңыз. 

Шешімі: Мұнда ,0,
!

1
0  z

n
сn  

    ,1lim
!

!1limlim
1










n
n

n
c
cR

nn
n

n

n
 

Демек қатардың жинақтылық облысы барлық комплекс сандар жазықтығы 
болады. 

 
2.5 Комплекс айнымалы элементар функциялар 

 
Математикалық анализ курсында кез келген нақты х үшін 







0n

n32n
x

n!
x

3!
x

2!
x

!1
x1

n!
xe  , 
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 













0n

12n
n

5312n
n

1)!(2n
x1)(

5!
x

3!
xx

1)!(2n
x1xsin  , 

 





0n

2n
n

422n
n

(2n)!
x1)(

4!
x

2!
x1

(2n)!
1xcos 

х
 

теңдіктерінің орынды болатыны көрсетілген. 
Осы тұрғыдан комплекс айнымалы ze  көрсеткіштік және zz cos,sin  

тригонометриялық функцияларын да сәйкес дәрежелік қатарлардың қосындысы 
ретінде анықтаймыз: 







0n

n32n
z

n!
z

3!
z

2!
z

!1
z1

n!
ze  ; 

 













0n

12n
n

5312n
n

1)!(2n
z1)(

5!
z

3!
zz

1)!(2n
z1zsin  ; 

 





0n

2n
n

422n
n

(2n)!
z1)(

4!
z

2!
z1

(2n)!
z1zcos  . 

Берілген қатарлар z -тің кез келген мәнінде абсолютті жинақты болады, яғни 
берілген функциялар бүкіл комплекс жазықтығында анықталған. 

Бұл анықтамалардан, қатарлар абсолютті жинақты болғандықтан, комплекс 
z=x+iy айнымалы аталған функциялардың келесі пара-пар анықтамалары 
шығады: 

 isinycosyee z  x ; 

2
eezcos

iziz 
 ; 

i2
eezsin

iziz 
 . 

Мысалы 27: Есептеңіз: 
i

2
π3

e


 
Шешімі:  yiyxx sincosee iy   формуласы бойынша 

i.i)(0
2
πiSin

2
πCos 333i

2
π

3i
2
π3 eeeeee 






 


 

Мысал 28: Есептеңіз: i)(5sin  . 
Шешімі: Анықтама бойынша 

i2
eezsin

zizi  
 , 

онда 

      






 



5sini5cose5sini5cose
2
i

ii2
ee

i2
eei5sin 1

5i15i1i)(5ii)(5i

i  
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    
1.sh5cosi1ch5sin

2
ee5sin

2
ee5cosiee5siniee5cos

2
i 11

11










 








 





 

ze  көрсеткішті функциясы төмендегі қасиеттерге ие: 

1) 2121 zzzz eee 
, мұндағы z1, z2 – кез келген комплекс сандар; 

2) ...,1,0,ee ki2z  kz , яғни ze  - i2π - периодты функция. 
Тригонометриялық zsin  және zcos  функциялары 2π  - периодты. 
tgz  және ctgz  функциялары келесі теңдіктермен анықталады: 

  ...2,1,0,kkπ
2
πz;

eei
ee

zcos
zsinztg zizi

zizi










; 

 
  ...2,1,0,kkπz;

ee
eei

zsin
zcoszctg zizi

zizi










. 

tgz , ctgz  - π  - периодты функциялар. 
Гиперболалық zcthz,thz,chz,sh  функциялары келесі теңдіктермен 
анықталады: 

2
eezsh

zz 
 ;   zz

zz

ee
ee

zch
zshzth








 ; 

2
eezch

zz 
 ;   zz

zz

ee
ee

zsh
zchzcth 






 . 

Гиперболалық және тригонометриялық функциялар үшін келесі тепе-теңдіктер 
орынды болады: 
 

zishz)sin(i  ; zisinz)(ish  ; 
zchz)(icos  ; zcosz)(ich  ; 

zithz)(itg  ; zitgz)(ith  ; 
zicthz)(ictg  ; zictgz)(icth  . 

 

Бұл тепе-теңдіктерден zchz,sh функцияларының iπ2  - периодты, ал 
zcth,zth  функцияларың iπ  - периодты екендігі шығады. 

Комплекс айнымалы логарифмдік функция көрсеткіштік функцияға кері 
функция ретінде анықталады: 

  0.z,;2;1;0k,π2kzargizlniArgzzlnLnz    
Функцияның 0 k   жағдайына сәйкес мәні оның бас мәні деп аталып 

ziargzlnzln   
түрінде белгіленеді. 
Комплекс айнымалы логарифмдік функцияның қасиеттері: 

2121 zLnzLn)z(zLn  ; 
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0z0,z,zLnzLn
z
z

Ln 2121
2

1 







; 

,...2,1,0kki,2znLn(z)Ln n   ,     zLn
n
1zLn n  . 

Мысал 29: Есептеңіз:  i3Ln  . 
Шешімі: Анықтама бойынша 

  2;1;0;k,2kπzargizlnzLn  . 
Бізде 

    .
6
π

3
1arctgzarg2,13zi,3z 22









 
Олай болса 

  .2;1;0;k,2kπ
6
πi2lni3Ln 






   

Мысал 30: zw sin  функциясының  52ln  iz   нүктесіндегі модулін 
табыңыз. 

Шешімі: i
eez

iziz

2
sin

  формуласында  52ln  iz   деп алcақ 

            










i

eeee

i
eei

iiiiii

22
52lnsin

52ln52ln52ln52ln 



 

   
2

2
52

152

2

52ln52ln








 ee

. 

Бұл мысалдан zsin  тригонометриялық функциясының модулінің комплекс 
жазықтықта бірден үлкен мәнге ие бола алатынын көреміз. 
Ескерту: Комплекс айнымалы zsin  функциясы модулі бойынша шектелмеген 
функция. 
Кері тригонометриялық zArcctgz,Arctgz,Arccosz,Arcsin , zArsh , zArch , 

zArth , zArcth  функциялары z,shz,ctgz,tgz,cosz,sin  zcthz,thz,ch  
функцияларына сәйкес кері функциялар ретінде анықталады. Мысалы, егер 
z=cosw болса, онда онда w берілген z санының арккосинусы делініп, w=Arccosz 
түрінде белгіленеді. Бұл функциялардың барлығы да көп мәнді болып келеді 
және логарифмдік функция арқылы анықталады: 
 

 2z1iziLnzArcsin  ;  1zzLnzArsh 2  ; 

 1zziLnzArccos 2  ;  1zzLnzArch 2  ; 

;
iz1
iz1Ln

2
izArctg 










  1;z,
z1
z1Ln

2
1zArth 











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;
1iz
1izLn

2
izArcctg 











  1.z,
1z
1zLn

2
1zArcth 












 

 
Бұл кері тригонометриялық функциялардың логарифмнің бас мәніне сәйкес 
келетін мәндері бас мәндер деп аталып сәйкесінше: arcsinz, arccosz, arctgz, 
arcctgz, arcshz, arcchz, arcthz, arcсthz түрінде белгіленеді. 
Мысалы: arcsinz=ln(iz+ 21 z ) – Arcsinz функциясының бас мәні болады. 

Мысал 31: iArc
3

sin   комплекс санын алгебралық түрде жазыңыз. 

Шешімі:  21lnsin zizizArc   формуласында iz
3


  деп аламыз, онда 
















2

9
1

33
sin ππ-iLniπArc , 

бұдан 

   ,...,,k,ππiπk

ikπiππiππ-iLniπArc

210
9

1
3

ln12

2
9

1
3

ln
9

1
33

sin

2

22







































































 

 

немесе 











































 ikππiππiLniπArc 2

39
1ln

39
1

3
sin

22

 

     
 ,...,,k,ππikπ 210

39
1ln2

2

















 
болатыны шығады. 
Мысал 32: Есептеңіз: i3Arcsin . 
Шешімі: Анықтама бойынша 






  2z1ziLnizArcsin  

Бізде i3z  , олай болса 

       





  2kπ23argi23lni23Lnii31i3Lnii3Arcsin

22  

  2;1;0;k,i2kπiπ23lni   
немесе 

   32lniπ12k3sin iArc  және
     2;1;0;k,32lniπ12k3sin iArc . 

Мысал 33: 3sin z  теңдеуін шешіңіз. 
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Шешімі: есеп 3sinArcz   шамасын табуға келеді. 
 2z1iziLnzArcsin   формуласын қолдансақ 

 23-1i3iLn3Arcsin  , 
демек, 

 8-3iiLnArcsin3z  . 
Бұдан i88-   екенін ескерсек 

  iLniz 83 , 
 iLn 83  мәндерін ,....2,1,0,2arglL  kkiziznnz   

формуласы бойынша табамыз: 

  
2

83arg 
 i ;   8383  i ; 

      .,...2,1,0,2
2

83l83L  kikinin 


 
Олай болса 

   .,...2,1,0,223l2
2

z  knk
 

Мысал 34: zArcthW   және zArccosW   функцияларын логарифмдік түрде 
жазайық. 
Шешімі: 

1) 












1
1

wSh
ChwcthzzArcthw 2w

2w

ww

ww

e
e

ee
eew

 
 

    ,
1z
1zLn2w

1z
1z1z1z1z1 2w2w2w2w eeee 















  

1z,
1z
1zLn

2
1zArcthw 











 . 

2) 





2
wcoszzArccosw

wiwi ee
 

.012z iw2i ee w  
Осы iwe  шамасына қатысты квадраттық теңдеуді шешіп алып, w  функциясын 
логарифмдік түрде жазамыз: 

  1zzLni1zze 22i ww
  

 1zziLnwzArccos 2  . 
Дәрежелік azW   (a - кез келген комплекс сан) функциясы келесі қатынаспен 
анықталады 

0z,ez zaLna  . 
Lnz көпмәнді болғандықтан az  функциясы көпмәнді, ал 
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zlnaa ez   - оның бас мәні деп аталады. 
Көрсеткіштік zaW   функциясы, мұндағы а – нөлден өзгеше комплекс 
тұрақты, 

aLnzz ea   
теңдігімен анықталады. Бұл функцияның бас мәні alnze 

 болады. 

  21212121 zzzzzzzz aa,aaa   . 

Мысал 35: Есептеңіз:  2ii31 . 
Шешімі: Анықтама бойынша 

aLnzz ea  . 
Бізде 

   i31Ln2i2i ei31  ; 

  .2;1;0;k,2kπ
3
πi2lni31Ln 






   

Олай болса 

  


 

















































22lni4kπ
3

2π2kπ
3
π2i22ln2kπ

3
πi2ln2i2i eeei31  

      .2;1;0;k,ln4sini4lncos
4kπ

3
2π

e 


 
 

2.6  Есептер 
№1. Келесі функциялардың нақты және жорамал бөліктерін табыңыз. 

1) 
iz
izw




 ;     11) 
z

w 1
 ; 

2) 
1
1





z
zw ;     12)  ;2 Rba,b;azzw   

3) 
22

zzw  ;    13) 12  zw ; 

4)  ;Rβα,;zezew iβiα    14) 2zzw  ; 

5) 2
2 1

z
zw  ;     15) zw sin ; 

6) 2izzw  ;    16)  izchw  ; 

7) izw  2 ;     17) 
2

2zw ; 
8) 3ziw  ;     18) shzw  ; 

9) 
z

w 1
 ;     19) 1 zw ; 

10) z
izw




1

1
;     20) zew  ; 
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21) z
zw  ;     23) 

2
zew  ; 

22) 3zw  ;     24) tgzw  . 
 
№2. Келесі функцияларды z=x+iy айнымалысының функциясы ретінде жазу 
керек. 

1) ;
y+x

ix-y
22w     4) ;11

22+yx
))+iy(y+x(ix-w   

2) );3(3 2323 xxyxiyyxyw   5) .
2510

2
2510
158

2222

22








xyx

yi
xyx
xyxw  

3) ;
y+x

y)-y+i(x+x+y+x
22

2222

w  

 
№3. Анықтаманы пайдаланып, берілген  nz  тізбегінің шегі көрсетілген с саны 
болатындығын дәлелдеу керек. 

1) 
 
 

,
2

12
n

n

n i
iz 

   c=1;  3) ,
1

13
ni
ninzn 


   c=3+i; 5) ,
2

3
3

3

-in
+inzn    ;

2
ic  

2) ,12
2

22

in
ninzn 


   c=2+i; 4) ,
3
2
in-
in+zn    c=1;  6) ,

2
3

2

2

i-n
i+nzn    c=1. 

 
№4. Тізбектердің шегін табу керек: 

1) ;lim
1

z
iz 

   4) ;lim
32

z
iz 

   7) ;
2
1lim

2

iz
z

z 



 

2) ;lim
2

iz
z

iz 
   5) ;2lim

iz
iz

z 



   8) .arglim z

iz 
 

3) ;
1

lim
1  z

z
iz

   6)   yxiyx
iz

33lim 2 


; 

 
№5. Дәлелдеу керек: 

1) 
z
z

z 0
lim


 шегінің жоқ екенін; 2) .0lim
2

0


 z
z

z
 

 

№6.    
z
zzf

Im
Re 2

  функциясының z=0 нүктесінде шегі бар ма? 

 
№7. Келесі функциялар iz   нүктесінде үздіксіз бе? 

1) ;1
iz

z



  3) ;
yx
yx




  5) ;
z

iz 
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2) ;
1


yx
iyx   4) ;

1Im
4



z

z   6) .
12 z

z
 

№8. Келесі функциялардың үзіліс нүктелерін табыңыз. 

1) ;
22  zz

z
  2) ;

4
1

2 


z
z   3) .1

3 iz 
 

 
№9. Функциялардың комплекс жазықтықтың әрбір нүктесінде үздіксіз 
екендігін дәлелдеу керек. 

1)   2zzf  ;    2)   zzzf 2 . 
 
№10. Комплекс сандарды алгебралық түрде жазыңыз: 
1)  iπsin ;    14)  iyxsin ; 
2)  iπcos ;    15)  iyx cos ; 

3) 





 iπtg

2 ;    16)   21 ; 

4)  iπctg ;    17) 
ii 2

2
1








 
; 

5) 





 iπsh

2 ;    18) 
i

i












1

22
3 ; 

6)  iπth ;    19) 
ii ; 

7) iсos ;     20) ii
1

; 

8) isin ;     21) 
i1 ; 

9) i)( 1cos ;    22) iπArc
3

sin ; 

10)  itg 2 ;    23)  iArctg 1 ; 
11)  ictg 31 ;    24) iArc sin ; 
12) iсh ;     25) iArc cos ; 
13)  ish 2 ;    26) iArctg . 
 
№11. Келесі сандардың логарифмдерін табыңыз: 
1) е;   3) i-23 ;   5) -1-і; 
2) і;    4) -і;   6) .ii  
 
№12. Теңдеулерді шешіңіз: 
1)   0ln  iz ; 5) 3sin z ;  9)   1ln  zi ; 

2) 01ze ;  6) 0 iez ;  10) 0322  zz ee ; 
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3) 05cos4 z ; 7) izch  ;  11) xeix cos , (х - нақты сан). 
4) πiz sin ;  8) ishiz  ; 
 
№13. Тепе–теңдікті дәлелдеңіз: 
1) yshzz 22sinsin  ;    8) 122  zshzch ; 
2) 1sincos 22  zz ;     9) zzz cossin22sin  ; 
3)   212121 sincoscossinsin zzzzzz  ;  10) zzz 22 sincos2cos  . 
4) zshzchzch 222  ;     11) zshizi sin ; 
5) zishiz sin ;     12) zchzi cos ; 
6) zichz cos ;     13) zthizitg  . 
7) zithiztg  ; 
 
№14. Функцияларды аналитикалық түрде өрнектеңіз: 
1) zArcsin ;      5) zArch ; 
2) zArctg ;      6) zArth ; 
3) zArcctg ;      7) zArcth . 
4) zArsh ; 
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3 КОМПЛЕКС АЙНЫМАЛЫ ФУНКЦИЯНЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛДАУ ЖӘНЕ ИНТЕГРАЛДАУ 

3.1 Туынды ұғымы 
 
D  облысында анықталған f(z)W   бірмәнді функциясы берілсін. 
Анықтама 19. f(z)W   бірмәнді функциясының D жиынына тиісті z 
нүктесіндегі туындысы деп 

zΔ
f(z)z)Δf(zlim

0zΔ




 

тиянақты шегін айтамыз. f(z)  функциясының z  нүктесіндегі туындысы (z)f   

немесе 
zd

f(z)d  түрлерінде белгіленеді: 

.
zΔ

f(z)z)Δf(zlim
zd

f(z)d(z)f
0zΔ





                (31) 

z нүктесінде туындысы бар f(z)  функциясы осы нүктеде 
дифференциалданатын функция деп аталады. 

y)V(x;iy)U(x;f(z)   
түрінде берілген f(z)  функциясы үшін (31) теңдігі 

 
yΔixΔ
VΔiUΔlimf

0yΔ
0xΔ 







z                  (32) 

түрінде жазылады, мұндағы 
y),U(x,y)yx,U(xU   y).V(x,y)yx,V(xV   

(32) теңдігінен, егер y)V(x;iy)U(x;f(z)   дифференциалданатын 
функция болса, онда U  және V  функцияларының 

x
y)(x;V

y
y)(x;U;

y
y)(x;V

x
y)(x;U














              (33) 

теңдіктерін қанағаттандыратыны шығады. Бұл теңдіктер Коши-Риман 
шарттары деп аталады. Коши-Риман шарттары y)V(x;iy)U(x;f(z)   
функциясының дифференциалдануының қажетті шарттары болады. 

Егер U(x,y) және V(x,y) функциялары (х,у) нүктесінде Коши-Риман 
шарттарын қанағаттандыруларымен қатар дифференциалданатын функциялар 
болса, онда y)V(x;iy)U(x;f(z)   функциясы z=x+iy нүктесінде 
дифференциалданатын функция болады. 

Сонымен қатар (32) теңдігі мен (33) Коши-Риман шарттарынан туынды 
табудың келесі формулаларын аламыз: 

 
x

i
y
Viii
































 U
y
V

x
U

у
U

y
V

х
V

x
Uzf .            (34) 

Мысал 36:  3223 3хi3xy-W yyх   функциясының туындысын табыңыз. 
Шешімі: Берілген функцияның нақты бөлігі 23 3xyxU   функциясы мен 
жорамал бөлігі 323 yyxV   фунциясының дербес туындыларын табамыз: 
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.33V,6V,6U,33U 2222 yx
y

xy
x

xy
y

yx
x

















 

Дербес туындылардың кез келген (х,у) нүктесінде үзіліссіз және U(x,y), 
V(x,y) Коши-Риман шарттарын қанағаттандыратынын көреміз, олай болса, 

 3223 3хi3xy-W yyх   функциясы кез келген нүктеде дифференциалданатын 
функция. (34) формуласы бойынша 

.633
x
Vi

x
U(z)f 22 xyiyxw 








  

Мысал 37: 2W z  функциясының туындысын табыңыз. 
Шешімі:   2xyiy-xiyxzW 2222  , яғни 2xy,y-x 22  VU  болғандықтан 

.2V,2V,2U,2U x
y

y
x

y
y

x
x

















 
Дербес туындылар үзіліссіз және олар Коши-Риман шарттарын 
қанағаттандырады. (34) формуласы бойынша 

  .2222
x
Vi

x
U ziyxyixw 





  

Сонымен   .22 zzw 


  
Осы жолмен 

  1


 nn nzzw  
теңдігінің орынды болатынын көрсетуге болады. 

(r, ) полярлық координаталарында (33) Коши–Риман шарттары мен (34) 
формуласы сәйкесінше төмендегі түрлерде жазылады: 

,U
r
1

r
V,V

r
1

r
U

 













 

































UiV

z
1

r
Vi

r
U

z
r(z)f .              (35) 

Мысал 38: zlnW  функциясының бүкіл комплекс жазықтықтың 0z   
нүктесінен басқа нүктелерінде дифференциалданатынын көрсетіп және оның 
туындысын табыңыз. 

Шешімі: Функцияның нақты және жорамал бөліктерін (r, ) полярлық 
координаталарында жазып аламыз. Анықтама бойынша 

  i +lnr =izlnzln  , 
мұндағы .arg,zr z   
Сонымен функцияның нақты бөлігі lnr,U   жорамал бөлігі V . Дербес 
туындыларын табамыз: 

0.
r
V0,U1,V,

r
1

r
U


















 

Дербес туындылар r  0 (яғни 0z  ) жиынында үзіліссіз және полярлық 
координаталарда берілген 
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,U
r
1

r
V,V

r
1

r
U

 











  

Коши-Риман шарттарын қанағаттандырады, олай болса zlnW  функциясы 
r 0 (яғни 0z  ) жиынында дифференциалданады. Онда (35) формуласы 
бойынша 

    0.z,
z
1zln

z
10i

r
1

z
rzln 






 

 
Комплекс айнымалы функциялар үшін нақты аргументті функциялар 

теориясындағы дифференциалдау ережелері толығымен сақталады: 
1.         zgzfzgzf  ; 

2.             zgzfzgzfzgzf  ; 

3.  
 

       
 zg

zgzfzgzf
zg
zf

2













 ; 

4.   
dz
dg

dg
df

dz
zgdf

 . 

Егер f(z)  функциясы 0z  нүктесінің қандайда бір аймағында 
дифференциалданатын болса, онда ол 0z  нүктесінде аналитикалық немесе 
голоморфты деп аталады. 

Комплекс сандар жазықтығының f(z)  бірмәнді функциясы аналитикалық 
болатын нүктелері осы функцияның дұрыс нүктелері, ал аналитикалық 
болмайтын нүктелері сол функцияның айрықша (ерекше) нүктелері деп 
аталады. 
Анықтама 20. Егер екінші ретке дейінгі дербес туындылары D  облысында 
үзіліссіз болатын және осы облыста Лаплас теңдігі деп аталатын 

0
y
U

x
U

2

2

2

2









 
теңдігін қанағаттандыратын y)U(x;  нақты функциясы D  облысында 
гармониялық деп аталады. 

Коши-Риман шартынан аналитикалық функцияның нақты және жорамал 
бөліктерінің гармониялық функциялар болатыны шығады. 

Бірақ U(x,y) және V(x,y) функцияларының гармониялық болуларынан 
y)V(x;iy)U(x;f(z)   функиясының аналитикалық болуы шыға бермейді: 

 zf  аналитикалық болуы үшін U(x,y) және V(x,y) функциялары қосымша 
Коши-Риман шарттарын қанағатандырулары керек. 

Коши-Риман шарттарын қанағаттандыратын екі гармониялық функция 
түйіндес деп аталады. Сонымен, U(x,y) және V(x,y) функциялары түйіндес 
болса, y)V(x;iy)U(x;f(z)   функциясы аналитикалық болады. 
Мысал 39: 2zsin W   функциясының аналитикалылығын анықтау және оның 
туындысын табу қажет. 
Шешімі: Функцияны W=U(х,у)+iV(х,у) түрінде жазып аламыз. Комплекс 
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айнымалы синустың анықтамасы бойынша 




i2i2i2
2zsinW

2yx2i2yx2iiy)(x2iiy)(x2i2zi2zi eeeeee
 

    




i2
2x)sini2x(cos2x)sini2x(cos 2y2y ee

 

    
2y.sh2xcosi2ych2xsin2xsin

2
2xcos

i2

2y2y2y2y eeee 


 
.2ysh2xcosy)V(x;,2ych2xsiny)U(x;   

y)U(x;  және y)V(x;  функцияларының дербес туындыларын табайық: 

2y.ch2xcos2
y
V2y;sh2xsin2

y
U2y;sh2xsin2

x
V2y;ch2xcos2

x
U

















. 

Дербес туындылардың кез-келген (х,у) нүктесінде үзіліссіз және U(х,у), V(х,у) 
Коши-Риман шарттарын қанғаттандыратынын көреміз, олай болса, 2zsin W   
кез келген нүктеде дифференциалданатын функция. Демек, ол бүкіл комплекс 
жазықтықта аналитикалық болады. (34) формуласы бойынша 

  2zcos22y)sh2xsini2ych2x(cos22zsin  . 

Мысал 40: Нақты бөлігі сosyеxy)U(x;   функциясы болатын және 1f(0)   
шартын қанағаттандыратын zf =U(x,y)+iV(x,y) аналитикалық функциясын 
құрыңыз. 
Шешімі: y)V(x;iy)U(x;f(z)   фунциясының нақты бөлігі y)U(x;  функциясы 
берілген. Олай болса zf  аналитикалық функциясын құру үшін бізге оның 
жорамал бөлігі y)V(x;  функциясын анықтау жеткілікті. y)U(x;  функциясының 
дербес туындыларын табайық: 

.sin
y
U,cos

x
U yеyе хх 








 
Есептің шарты бойынша y)V(x;iy)U(x;f(z)   функциясы аналитикалық, олай 
болса y)U(x;  және y)V(x;  функциялары Коши-Риман шарттарын 
қанағаттандырады: 

.sin
y
U

x

,cos
x
U

y

yеV

yеV

х

х















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yех sin
x
V





 теңдігін х айнымалысы бойынша интегралдап zf  функциясының 

V жорамал бөлігін аламыз: 





 )(sin
x
V усdxyеdx х )(sin ycyеV х  , 
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мұндағы  yc  - х айнымалысына қатысты интегралдау тұрақтысы - тек у 
айнымалысынан тәуелді кез келген функция. Есеп осы белгісіз  yc  функцияcын 
табуға әкелінді. Соңғы теңдікті у бойынша дифференциалдасақ 

)(cos ycyе
у
V х 



 

теңдігін аламыз. Коши-Риман шартының бірінші теңдігін қолдансақ 
 yeye xx cos(y)ccos cc(y)0(y)c   

болатынын аламыз, мұндағы с кез келген тұрақты сан. 
Сонымен cyеV х  sin . Олай болса       cceyxiVyxU x  isinyosy,,f(z) . 
Бұдан,  yiyee xz sincos   формуласын ескерсек, ce z f(z)  теңдігін аламыз. 
Енді с еркін тұрақтысының мәнін zf  функциясы 1f(0)   шартын 
қанағаттандыратындай етіп таңдап аламыз: 

 ce0f(0) 0cce1 0  . 
Олай болса .f(z) zе  
Осылайша аналитикалық функцияны берілген жорамал бөлігі бойынша да 
құруға болады. 

 
3.2 Комплекс айнымалы функцияның интегралы 

 
f(z)w   функциясы D  облысында бірмәнді және үзіліссіз, C  - осы 

облыстың А және В нүктелерін АВ бағытында жалғайтын бөлік тегіс сызығы 
болсын. 

C  сызығын осы сызықтың бойында А нүктесінен В нүктесіне қарай 
тізбектеле орналасқан B ,,...,,,A 1210   nn zzzzz  нүктелері арқылы 

nn zzzzzz 12110 ,...,,   бөлік сызықтарына бөлеміз де 

  


 
1-n

0k
kk

1-n

0k
k1kk z)f(zzz)f(z                                                                 (36) 

қосындысын құрамыз. Бұл қосынды zf  функциясының АВ сызығындағы 
интегралдық қосындысы деп аталады. 
Анықтама 21. zf  функциясының АВ бағытындағы С сызығы бойынша 
алынған интегралы деп (36) қосындысының n санын барлық бөлік 
сызықтарының ұзындықтарының ең үлкені нөлге ұмтылатындай етіп шектеусіз 
өсіргендегі шегін айтамыз да 


C

dzf(z)                    (37) 

түрінде белгілейміз. 
Ескерту: Егер С тұйық сызық болса, онда интеграл 

С

dzf(z)  түрінде белгіленіп 

С тұйық контуры бойынша алынған интеграл немесе С тұйық контурлы 
интеграл деп аталады. 
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Интегралдың анықтамасында С сызығының басы мен ұшы (оң сызылу 
бағыты) көрсетіледі, ал тұйық контур үшін оң сызылу бағытын былай көрсете 
алмаймыз. Тұйық контурдың оң сызылу бағыты ретінде сызу кезінде 
контурдың іші сол жақта қалатын бағытты аламыз. 

Егер біз      kkkkkkk y,xV i  y,x U zf, iy   x z   белгілеулеріне көшсек, 
онда (36) интегралдық қосындысы 

          
















1-n

0k

1

0
kkkkkkkkkkkk yy,xxy,xyy,xxy,x

n

k
UViVU  

түрінде жазылады да, интеграл анықтамасынан (37) интегралының екі қисық 
сызықты интеграл арқылы өрнектелінуін аламыз: 

  
C CC

dyUdxVidyVdxUdzf(z)                 (38) 

Интегралдың анықтамасынан оның келесі қасиеттері шығады: 
1.  

 


C C

,dzf(z)dzf(z)  мұнда C  және C  қарама – қарсы бағыттарда сызылған 

С сызығы; 
2.  

C C
dz,f(z)kdzf(z)k  мұнда k – комплекс тұрақты; 

3. Егер C  интегралдау қисығы n21 C,,C,C   бөлік тегіс қисықтарынан тұрса 

(яғни C  – бөлік тегіс сызық болса), онда   



С

n

1k Сk

dzf(z)dzf(z) ; 

4.   



С

n

1k С
k

n

1k
k dz(z)fdz(z)f , егер 

С
k dz(z)f  интегралы кез келген n,,21,k   

үшін бар болса; 

5. ,Mdzf(z)
С

l  мұндағы l  – C  сызығының ұзындығы,  z
Cz

fmaxM


 ; 

6. Егер C  сызығы 
,y(t)ix(t)z(t)   βtα 

  
параметрлік түрінде берілсе, онда 

          
β

α

β

αС

dttytxtytxfdt(t)zf(z(t))dzf(z) ii ; 

7. Егер F(z) функциясы D  облысында аналитикалық f(z)  функциясының 
алғашқы функциясы болса (яғни f(z)(z)F   болса), онда басы 1z , ұшы 2z  
нүктелері болатын осы облыста жатқан кез келген С тегіс қисығы үшін 
Ньютон - Лейбництің 

)F(z)F(zF(z)dzf(z) 12
z
z

2

1


С
                                                                        (39) 

формуласы орынды болады. 
Мысал 41: 

C

dzz  интегралын есептеңіз, мұнда С сызығы -1 мен 1 нүктелерін  

қосатын кесінді. 
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Шешімі: Берілген интегралды -1 мен 1 нүктелерін қосатын кесіндінің 
11,  ttz  параметрлік теңдеуін қолданып 6-қасиет бойынша есептейік: 

  .1
22

dtdtdttdzz
1

0

20

1

21

0

0

1-

1

1-С





tttt  

Мысал 42: Комплекс айнымалы функцияның интегралын берілген қисық 
бойынша есептеңіз: 

 .0Im,1z:Cdz,zz
C
  z  

Шешімі: С сызығының параметрлік теңдеуін пайдаланайық. С - центрі 0 
нүктесі, радиусы 1 болатын жоғарғы жарты жазықтықта жатқан жарты шеңбер 
болғандықтан оның параметрлік теңдеуі       tittiytxt sincosz  , 0 t   
түрінде жазылады. Олай болса интегралдың 6-қасиеті бойынша

      

  .0
2

0sin
2

0cos
2
2sin

2
2cos

2
2sin

2
2cos2cosisin2t-

sintcost-tsincosisintcost-costsint-tsincosisintcostdzzz

00

0

2222

C 0







 






 






 





 

iititdtt

dtitdtt






Демек, .0dzzz
C
   

Ескерту: Егер С сызығы y=f(x), axb айқын түрінде берілсе, онда берілген 
интегралды х айнымалысын t параметрі ретінде алып 6 - қасиет бойынша 
есептеуге болады. 
Мысал 43: 

C

dzzJm  интегралын есептеңіз, мұнда C  сызығы O нүктесін  i2  

нүктесімен қосатын кесінді. 
Шешімі: С кесіндісінің теңдеуі: 2.x0,

2
xy

01
0y

02
0x

yy
yy

xx
xx

01

0

01

0 













  

Олай болса, 
iyxz  , ,yzJm   idydxdz   болғандықтан, 

  .
2
i1

2
x

2
i1

2
1xdx

2
i1

2
1dx

2
1idx

2
xidydxydzzJm

2

0

22

0

2

0CC







 






 






    

Мысал 44: 
C

dz
z
z  интегралын есептеңіз, мұндағы С  сызығы 0zJm,2z1   

жиынының оң бағытты шекарасы. 
Шешімі: Интегралдау контурын бейнелейік (17-сурет). 

 
 

 
 
 
 
 

 
17-сурет 

 

   E  D   B A 
   0  x    -2     -1    1    2 

1 

2  F 

N 

  у 
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Интегралды құрамдас сызықтар бойынша алынған интегралдардың 
қосындысы ретінде жазайық: 

.dz
z
zdz

z
zdz

z
zdz

z
zdz

z
z

AB DE EFABNDC
   

  
Әрбір интегралды жеке-жеке есептейік. 

АВ контурында: 1.20,y  x
 

1.
x
x

z
z,0y  dxdzxz

 
Олай болса 

1.xdxdz
z
z

AB

1

2

1

2
 








 

ВСD контурында: 





 ,deidz,e

e
e

z
z,ez i2i

i

i
i 




   бұрышы -ден 0-ге дейін өзгереді. 

Олай болса 

    

(BCD)

0

π

0

π

0

π

3i3ii2i .
3
2e

3
1deideiedz

z
z    

DЕ контурында: .dxdz1,
x
x

z
z0y2.x10,y   Олай болса 

1.dxdz
z
z

DE

2

1
   

ЕFA контурында: 

,de2idz,e
2e
2e

z
z,2ez i2i

i

i
i 




 




 

 
  бұрышы 0-ден -ге дейін 

өзгереді. Олай болса 

    

(EFA)

π

0

π

0

π

0

3i3ii2i .
3
4e

3
2de2ide2iedz

z
z    

Нәтижесінде .
3
4

3
41

3
21dz

z
z

C

  

 
7-қасиеттің негізінде келесі тұжырым алынады. 
Кошидің интегралдық теоремасы. Егер f(z)  функциясы C  тұйық 

контурында және осы контурмен шектелген D  облысында аналитикалық болса, 
онда 

 
С

0dzf(z) . 

Көп байланысты облыс үшін Коши теоремасы. Егер f(z) функциясы С 

және оған іштей орналасқан n21 C,,C ,C   тұйық контурларында және 
-
n

-
2

-
1 C,,C ,C,C   контурларымен шектелген D  облысында аналитикалық 

(мұндағы таңбалар контурлар бойынша айналу бағыттарын білдіреді              
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(18-сурет)) болса, онда 

 



n

1k СС k

dzf(z)dzf(z)  

теңдігі орынды болады. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

18-сурет 
 

Егер f(z)  функциясы С бөлік тегіс тұйық контурымен шектелген D  
облысында аналитикалық және Dz0   болса, онда  

 


С 0
0 ,d

z
)f(

2iπ
1)f(z z

z
z

                                       (40) 

түріндегі Кошидің интегралдық формуласы орынды болады (Интеграл оң 
бағытты контур бойынша алынған). 

Сонымен қатар, D  облысында f(z)  функциясының кез келген ретті 
туындысы бар болып, олар үшін келесі формула орынды болады 

 


C
1n

0
0

(n) dz
)z(z

f(z)
2iπ

!n)(zf , D.z0                                    (41) 

Интегралдарды есептеуде (40), (41) формулаларының 

 
C

0
0

)f(ziπ2dz
zz

f(z) ,                                               (42) 

 
 

C
0

(n)
1n

0
)(zf

!n
iπ2

)z(z
dzf(z) ,  n=1,2,3,….                                          (43) 

түріндегі жазылулары қолданылады. 
 

3.3 Есептер 
 
№1. Туындының анықтамасына сүйене отырып, төмендегі функциялардың 
туындыларын табу керек: 
1) nzw  , n-бүтін оң сан;   6) 752  zzw ; 
2) zew  ;     7) 2zw  ; 
3) zw 2sin ;     8) zzw Re ; 
4) zw 3cos ;     9) zw Im ; 
5) tgzw  ;     10) zzw Re . 

С 

С1 

Сn  С2 
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№2. Төмендегі функцияларды аналитикалыққа зерттеу керек. 
1) f(z)= ze ;     3) f(z)= 2z

1 ; 

2) f(z)= 3z ;     4) f(z)= yix 22  . 
 
№3. Полярлық координаталарда Коши-Риман шарттары төмендегі түрде 
жазылатындығын көрсету керек: 






 v

rr
u 1

,  




 u

rr
v 1

. 

 
№4. f(z)=zRez функциясының туындысы тек z=0 нүктесінде ғана 
болатындығын дәлелдеу керек. Оны z=0 нүктесінде аналитикалық деп атауға 
бола ма? 
 

№5.  133 3223  yyxixyxW  функциясының комплекс жазықтығында 
аналитикалық болатындығын дәлелдеп, оның туындысын табу керек. 
 
№6. f(z)= z32z   функциясының ешбір нүктеде туындысы болмайтынын 
дәлелдеу керек. 
 

№7. 2222 x
y

x
x

y
i

y
W





  функциясының бүкіл комплекс жазықтығының z=0 

нүктесінен өзге нүктелерінде аналитикалық болатындығын дәлелдеу керек. 
 
№8. zzw  функциясының z0=i нүктесінде туындысы бар ма? 
 

№9.   2f zzz   функциясының жазықтықтың қандай нүктелерінде туындысы 
бар? 
 
№10. Келесі есептерде көрсетілген функцияның туындысы жазықтықтың 
қандай нүктелерінде бар екендігін анықтау керек. Бұл нүктелердің 
әрқайсысында туынды неге тең? Берілген функциялар аналитикалық бола ма? 

1) ;22 zizW   3) ;3
2 z

z
zzW    5) ;22 yixW   

2) tgy-itgxW  ; 4)  22 yxixyW  ;  6) z
W 1

 . 

 
№11. Егер f(z) функциясы D облысының әр нүктесінде   0f  z  шартын 
қанағаттандыратын болса, онда оның осы облыста тұрақты болатынын 
дәлелдеу керек. 
 
№12 Берілген функциялар жазықтықтың қандай нүктелерінде гармониялық 
болады? 
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1) ;yx 22    3) ;
x
y

  5) In(x2+y2);  7) x2+y2. 

2) хy;  4) ;
x
yarctg  6) ;

yx
x

22 
 

 
№13. Келесі есептерде берілген нақты немесе жорамал бөліктері бойынша 
f(z)=u+iv аналитикалық функциясын табу керек. 
1) Ref(z)= yxy

xe 23sin2  ;   10) v(x,y)=e-2ycos2x; 
2) Ref(z)=x2+y2;     11) v(x,y)=x3-3xy2; 
3) Imf(z)=xy2;     12) v(x,y)=3x2y-y3, f(0)=0; 

4) Ref(z)= у
yx

y 32
22 


;    13)   22

22

yx
yxxyx,u




 , f(1)=0; 

5) Ref(z)=   ;
yx
yx

222

22




    14) v(x,y)=-e-2ycos2x+x; 

6) Ref(z)=x2-y2+x, f(0)=i;   15) x
y

eu  ; 
7) Imf(z)=2xy+3x;    16) v=In(x2+y2)-x2+y2; 
8) Imf(z)=e2xcosy;    17) u=x3+6x2y-3xy2-2y3, f(0)=0; 

9) u(x,y)=ехsiny;    18) 22v
yx

y


 , f(2)=0. 

 
№14. v=sinxsiny функциясы жазықтықтың қандай нүктелерінде Лаплас теңдігін 
қанағаттандырады? Осы функция жорамал бөлігі болатындай аналитикалық 
функция табыла ма? 
 
№15. Егер u гармониялық функция болса, u2  гармониялық функция бола ма? 
 
№18. Егер f(z) - аналитикалық функция болса, келесі функциялар гармониялық 
бола ма? 
1) |f(z)|;  2) argf(z);  3) In|f(z)|. 
 
№20. 

C

 dzz  интегралын А(-2,0), В(-1,1), D(1,1), E(2,0) нүктелерін қосатын C 

сынық сызығы бойынша есептеңіз. 
 
№21. Келесі интегралдарды есептеңіз: 

1) 
 i

2
π

0
dzzsin ;     3)  

ln2

0

z dzez ; 

2)  





i2

i1

2 dz2z3z ;    4) 
1i

0

3 dzz ; 
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5)  
i

0
dzzcosz ;     6)  C

3

, dz
iz

z
 С: 11-z   шеңбері; 

7)   
C

, dzz2i1  С: 0z1   және i 1z2   нүктелерін қосатын кесінді; 

8)   
C

dz,z2i1  2xy:С   параболасының 0z1   нүктесінен i 1z2   нүктесіне 

 дейінгі доғасы; 

9)  C

,
2

 dz
iz

сosz  С: центрі і нүктесі, радиусы 2 болатын шеңбер; 

10)   
C

2 dz,zzz  С: πzarg01,z   жарты шеңбері; 

11)  C
4 ,

1
 dz

z
z

 С: центрі 2 нүктесі, радиусы 2 болатын шеңбер; 

12) 
C

dzz , С: радиусы  1  R  болатын шеңбердің 1 -  z1   нүктесінен 1  z2   

нүктесіне дейінгі жоғарғы доғасы; 

13) 
  C

3

4

,
1

 dz
z
z  С: центрі 0 нүктесі, радиусы 2 болатын шеңбер; 

14) 
C

dzz , С: 1 -  z1   және 1 z  2   нүктелерін қосатын кесінді. 

 
№22. Келесі интегралдарды есептеңіз: 

1)  
 3z

dz
1zz
1-2z ;  8) 

 3z
2 zz
dz ; 

2) 
 

   
 



2z
2 3z1z

dz5z
;    9)  

dz
1z

ze

2z
2

z


 

; 

3) 
   

 11z
33 1z1z

dz ;    10) 
 1z

2
dz

i2z
z ; 

4) 
 4z

53z
dz

z ;     11)     
 3z

2 42z1z
dz

z
 

5) 
 

 2z
3

4

1z
dzz

;    12) 
 4z

2
dz

i2z
z

; 

6)   dz
1z

ze

22z
22

z


 

;    13) 
 

 1iz
3 dz

iz
zsin . 

7)    



4
3z

33 1z1z
dz

;    14)    
 



2z
2 dz

3z1zz
1z

. 
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4 ТЕЙЛОР ЖӘНЕ ЛОРАН ҚАТАРЛАРЫ. АЙРЫҚША НҮКТЕЛЕР 
4.1 Тейлор қатары 

 
Бұл тақырыпта 0z  нүктесінің қандай да бір аймағында аналитикалық f(z)  

функциясының (28) түріндегі дәрежелік қатарға жіктеу сұрағы қарастырылады. 
0z  нүктесінің Rzz 0   аймағында бірмәнді және аналитикалық f(z)  

функциясы осы аймақта  

        ...zzс...zzсzzссzzсf(z) n
0n

2
02010

0n

n
0n 



                    
     (44) 

  
  


 
С

1n
0

0
n

n ...,1,0,ndz,
zz

f(z)
i2

1
!n
zfс


              (45) 

түрінде дәрежелік қатарына жіктеледі, мұндағы С – центрі 0z  болатын, 
берілген дөңгелекте жатқан кез келген оң бағытты шеңбер. Коэффиценттері 
(45) формуласымен анықталатын (44) қатары f(z)  функциясының 0z  нүктесінің 
аймағындағы Тейлор қатары деп аталады. 

Егер f(z)  аналитикалық функциясы дәрежелік қатарға жіктелса, онда ол 
Тейлор қатары болады. 
Тейлор қатарынан 0z0   дербес жағдайында 

...zс...zсzссzс n

0n
n

2
210

n
n 




 

қатарын аламыз. Бұл қатар Маклорен қатары деп аталады. 
ze  көрсеткіштік және zz cos,sin  тригонометриялық функцияларының 0z0   

нүктесінің аймағында Тейлор қатарына (яғни Маклорен қатарына) жіктелулері 
2.5 тақырыбында олардың анықтамалары ретінде беріліп кеткен. 
Енді 

   z1,z1lnw  w   
жіктелулеріне тоқталайық:  

    ;1...,1...
32

z1ln 1
32

  z
n
zzzz

n
n              (46) 

          
.1...,

!
1...1...

!3
21

!2
11z1 32 








 zz

n
nzzz n

             (47) 

(47) жіктелуі -1  жағдайында 

  1...,1...1
z1

1 2 


zzzz nn                (48) 

түрінде жазылады. (46), (47) қатарлары 1z   дөңгелегінде абсолютті жинақты 
болады. 

(46) формуласы логарифмнің бас мәнінің 0z   нүктесінің аймағында 
Тейлор қатарына жіктелуін береді.  z1Ln   көпмәнді функциясының басқа 
мәндерінің Тейлор қатарына жіктелуін жазу үшін (46) қосындысына 

,...2,1,2 nin  санын қосу керек: 
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  ...
32

2z1Ln
32


zzzin . 

Мысал 45: 
3

1f(z)



z

 функциясын 10 z  нүктесінің аймағында Тейлор 

қатарына жіктеңіз. 
Шешімі: f(z)  функциясын 

 






 








2

11

1
2
1

12
1

3
1

zzz  

түрінде жазамыз. Егер 1
2

1


z , яғни 21 z  болса, онда (48) жіктелуі 

бойынша 
   

















 0

1
0

21,
2

1
2

1
2
1

3
1

n
k

k

n
k

k

zzz
z

 

теңдігін аламыз. 

Мысал 46: 
32

zf(z) 2 


zz
 функциясын Маклорен қатарына жіктеңіз және 

қатардың жинақтылық радиусын табыңыз. 
Шешімі: f(z)  функциясын қарапайым бөлшектерге жіктейік: 

  
3

1

1
4
1

1
1

4
1

3
1

4
3

1
1

4
1

31
z

32
z

2 zzzzzzzz 















. 

Егер 1z  және 1
3


z , яғни 1z  болса, онда соңғы екі бөлшекке (48) жіктелуін 

қолдана аламыз: 

 

...
27
7

3
2

3
...

27
28

9
8

3
4

4
1

...
93

1
4
1...1

4
1

32
z

32
2

32

2
32

2







 








 


zzzzzz

zzzzz
zz

. 

Сонымен 

.1...,
27
7

3
2

332
z 32

22 


zzzz
zz  

Мысал 47: 
z23

1f(z)


  функциясын 3z0   нүктесінің аймағында Тейлор 

қатарына (яғни 3-z  айырмасының дәрежесі бойынша) жіктеңіз. 
Шешімі: f(z)  функциясын 

     3
3
21

1
3
1

323
1

3323
1

23
1










 zzzz  

түрінде жазып аламыз. Соңғы теңдіктің оң жағындағы 
 3

3
21

1

 z
 бөлшегін z   



58 
 

 

айнымалысының   13
3
2

z  теңсіздігін қанағаттандыратын, яғни 
2
33 z  

дөңгелегінде жататын мәндері үшін (48) жіктелуі бойынша жіктеуге болады: 

     

      .
2
33...,3

3
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3
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3
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3
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
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
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4.2 Теріс дәрежелік қатар 

 

     
 










 
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






 1n
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n
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n
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1 zzс
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zz

с...
zz

с
zz

с
          (49) 

түріндегі қатары берілсін, мұндағы iyxz   - комплекс айнымалы, 
,z0  ...,2,1с n  n  - берілген комплекс сандар, nс  - қатардың коэффициенті.  

Бұл қатарды теріс дәрежелік қатар деп атаймыз. 

Егер (49) қатарында 
 0

1
zz  ауыстыруын жасасақ 

n

n
nc 






1  
дәрежелік қатарын аламыз. Бұл қатардың R жинақтылық радиусы мен R  
жинақтылық дөңгелегін (29) немесе (30) формуласы бойынша тауып алып 

0

1
zz 

  кері ауыстыруын жасасақ, (49) қатарының 

rzz  0                    (50) 
жинақтылық облысын аламыз, мұндағы r cаны 

n

1-n

с
с

lim1







nR
r  немесе n

n
r nсlim 
 .               (51) 

формулалары бойынша табылады. 

Мысал 48:  


 1

sin
n

niz
in

 қатарының жинақтылық облысын табыңыз. 

Шешімі: Мұнда   .,1с,sinс 01-nn iznshinshiin    Сондықтан 
    .

1
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1
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1211

e
e
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
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

 








 

Демек, қатар eiz   облысында, яғни центрі iz 0  нүктесі және радиусы e  
болатын дөңгелектің сыртында жинақты. 

Мысал 49: 
 







1

11
n

n

n

z
i

 қатарының жинақтылық облысын табыңыз. 

Шешімі: Мұнда     .0,1с,1с 0
2

1-n
1

n  



 zii nn  Сондықтан 
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Демек, қатар 2z  облысында жинақты. 
 

4.3 Лоран қатары 
 

     
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           (52) 

түріндегі қатарды қарастырамыз. Бұл қатардың жинақтылық облысы деп (49) 
қатары да, (44) қатары да жинақты болатын облысты айтамыз. 

Мысал 50:   12 222
111

n

n

n

zz
zz

 қатарының жинақтылық 

облысын анықтап, қосындысын табу керек. 
Шешімі: 

  12 222
1

n

nzz
 

қатары
 
еселігі 2

zq   болатын геометриялық қатар. Олай болса ол тек 1
2


z  

теңсіздігін қанағаттандыратын z нүктелерінде, яғни 2z  дөңгелегінде 

жинақты болады да, оның қосындысы 
zz 


 2

1

2
1

2
1

 

функциясына тең болады. 

Ал 

  nzzz
111

2   

қатары еселігі 
z

q 1


 
болатын геометриялық қатар болғандықтан, ол 1z  

облысында жинақты болады да, оның қосындысы 
1

1
11

1




 z
z

z  функциясы 

болады. Сонымен бірінші қатар 2z  дөңгелегінде, екінші қатар 1z  
облысында жинақты. Олай болса екі қатар да 21  z  сақинасында жинақты 

болады да берілген қатардың қосындысы 
23

1
2

1
1

1
2 






 zzzz

 функциясы 

болады. 

(49) қатары rzz  0  облысында, яғни центрі 0zz   радиусы r  болатын  
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дөңгелектің сыртында; ал (44) қатар Rzz  0  дөңгелегінде жинақты болсын. 
Бұдан, егер 
1) Rr   болса, онда (52) қатары бүкіл жазықтықта жинақсыз; 
2) Rr   болса, онда (52) қатары Rzzr  0  сақинасында жинақты. Мұнда 

 Rr 0,0 . 
r  және R  радиустары сәйкесінше (50) және (43), (44) формулалары бойынша 
табылады. 

Мысал 51:  
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43  қатарының жинақтылық облысын табыңыз. 
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Демек, .65  Rr  Олай болса берілген қатар 625  iz  сақинасында 
жинақты. 

Мысал 52: 
 
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e  қатарының жинақтылық облысын табыңыз. 

Шешімі:  


 1 1n
n

in

z
e

 қатары үшін 

 .с,с 1
1-nn


  niin ee  

Онда 
 

1lim
1




 in

ni

n e

e
r . 

 





0

12
n

nn z  қатары үшін 

.2с,2с 1
1nn


  nn  

Онда 

.
2
1

2

2
limlim

1
1





 n

n

n
n

n

n с
с

R  



61 
 

 

Сонымен Rr 
2
11 . 

Демек, берілген қатар бүкіл жазықтықта жинақсыз. 
Енді f(z)  аналитикалық функциясының (52) түріндегі қатарға жіктелуін 

қарастырамыз. 
Лоран теоремасы.  Rzzr 00  сақинасында бірмәнді және аналитикалық 
f(z)  функциясы үшін осы сақинада жалғыз түрде келесі жіктелу орынды 

болады: 
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n zzсzzсzzсf(z) ,                      (53) 
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iπ
с

С
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
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   ,               (54) 

мұндағы С – центрі 0zz   нүктесі болатын, берілген сақинада жатқан кез 
келген шеңбер. 

(53) қатары f(z)  функциясының Лоран қатары деп аталады. 

 
  
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
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




1

1 0
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n n
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nn
n zz
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қатары (53) Лоран қатарының бас бөлігі, ал 

 





0n

n
0n zzC  

қатары Лоран қатарының дұрыс (регулярлы) бөлігі деп аталады. 
Іс жүзінде (54) формуласы бойынша nс  коэффициентін табу күрделі 
есептеулерге әкелетін себепті оны жиі қолданбаймыз. Әдетте, егер мүмкін 
болса, қарапайым функциялардың Тейлор қатарына жіктелуінің дайын 
формулаларын пайдаланған қолайлы болады. 

Мысал 53: 
6

1f(z) 2 


zz
 функциясын 0z0   нүктесінің аймағында Лоран 

қатарына жіктеңіз. 

Шешімі: 
6

1f(z) 2 


zz
 функциясының айрықша нүктелері бөлшектің бөлімі 

нөлге айналатын 2-z1   және 3z2   нүктелері болады. Олай болса аталған 
функция 

а) 2;z     б) 3;z2     в) 3z   
облыстарында аналитикалық. Функцияны осы облыстарда жеке-жеке 
қарастырамыз. f(z)  функциясын 
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









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2
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3
1

5
1f(z)

zz
 

түрінде жазайық. 

а) 2z   дөңгелегінде 1
3


z  және 1
2


z  болғандықтан 
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жіктелулері орынды болады. Олай болса 
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б) 3z2   сақинасында 1

3


z
 және 12


z

 болғандықтан 
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жіктелулері орынды болады. Олай болса 
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в) 3z   облысында 13


z
 және 12


z

 болғандықтан 
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жіктелулері орынды болады. Олай болса 
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Мысал 54:  22 1z
1f(z)


  функциясын Лоран қатарына 21 0  z  сақинасында 

жіктеңіз. 
Шешімі: f(z)  функциясын 1) - (z  айырмасы арқылы өрнектеп алайық: 

       









































 22

2

22 1z
1

1z1z
2

1z
1

4
1

1z
1

1z
1

2
1

1)(z
1f(z)  

           








































































2

222

2
1z1

1
4
1

2
1z1

1
2
1

1z
1

1z
1

4
1

1z
1

1z
1

1z
1

1z
1

4
1



63 
 

 

   
.

2
1z1

4
1

2
1z1

2
1

1z
1

1z
1

4
1 21

2 















 







 










 

Соңғы екі қосылғыштарға, 210  z  облысында 1
2

1


z  болғандықтан, (47) 

жіктелуін сәйкесінше 1  және 2  жағдайларында қолдануға болады: 
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4.4 Функцияның нөлдері 

 
1. Функцияның нөлдері 

Егер   00 zf  болса, онда 0z  нүктесі  zf  функциясының нөлі (түбірі) деп 
аталады. 

 zf  функциясы 0z  нүктесінде аналитикалық болсын. 
Анықтама 22. Егер 

          0000 00
1

00  zf,zf...,,zf,zf nn-  
шарттары орындалса, онда 0z  нүктесі  zf  функциясының n  еселі (немесе n  - 
ретті) нөлі деп аталады. 

Егер 1n   болса, онда 0z  нүктесі жай (қарапайым) нөл деп аталады. 
Мысал 55:   zzf cos1  функциясының нөлдерін тауып және олардың ретін 
анықтаңыз. 
Шешімі:  zf =0 теңдеуінен функцияның нөлдері 

 0cos1 z  1cos z    ...,2,1,0,12  kkzk   
нүктелері болатынын табамыз. Енді,  zf  функциясының туындыларының осы 
нөлдердегі мәндерін қарастырамыз. 

     ,012sin12   kkf  
     .0112cos12   kkf  

Олай болса, анықтама 22 бойынша,    ...,2,1,0,12  kkzk   нүктелері 
берілген функцияның екінші ретті нөлдері болып табылады. 
Мысал 56:   zеzf 1  функциясының нөлдерін тауып, олардың ретін 
анықтаңыз. 
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Шешімі:  zf =0 теңдеуінен функцияның нөлдері 
 ...,1,0,21ln1101 kikzLnzее zz   ...,1,0,2  kikzk   

нүктелері болатынын аламыз. 
  .012 2  ikeikf   

Сонымен,     ,02,02  ikfikf   олай болса, анықтама 22 бойынша, 
 ...,1,02  kikzn   нүктелері   zеzf 1  функциясының қарапайым нөлдері 

болады. 
Теорема 1. 0z  нүктесі осы нүктеде аналитикалық  zf  функциясының n  еселі 
нөлі болуы үшін 0z  нүктесінің қандай да бір аймағында  zf  функциясы 
  0z 0   шартын қанағаттандыратын және 0z  нүктесінде аналитикалық  z  

функциясы арқылы 
     zz-zzf 0 n  

түрінде өрнектелінуі қажетті және және жеткілікті. 
Мысал 57:     shzzzf 32 1  функциясының нөлдерін тауып, оның ретін 
анықтаңыз. 
Шешімі:  zf  функцисының нөлдері     01 32  shzzzf  теңдеуінің, яғни 

012 z  және 0shz  теңдеулерінің түбірлері болады. Бұл теңдеулерді шеше 
отырып  zf  функциясының нөлдерін табамыз: 

,...2,1,0,z,z,z  kikii  . 
iz  нөлін қарастырайық.  zf  функциясын келесі түрде жазамыз: 
               zizshzizizshzizizzf 3333  , 

мұндағы     shzizz 3  функциясы iz  нүктесінде аналитикалық, сондай-ақ 
  01sin88  shiii . Онда Теорема 1 бойынша iz  нүктесі үшінші ретті 

нөл болады. Осылайша, iz  нүктесінің де үшінші ретті нөл болатыны 
анықталады. ,...2,1,0,z  kik  нөлдерінің ретін анықтама 22 бойынша 
анықтаймыз: 

          01116 3223222  ichkkikfchzzshzzzzf  . 
Сондықтан     ,0,0  ikfikf   олай болса  ;...2;1;0z  kik  
нүктелері–қарапайым нөлдер. 

 
4.5 Оқшауланған айрықша нүктелер 

 
Анықтама 23. Егер 0z  айрықша нүктесінің қандай да бір аймағында  zf  
функциясының 0z  нүктесінен басқа айрықша нүктесі болмаса, онда 0z  
айрықша нүктесі  zf  функциясының оқшауланған айрықша нүктесі деп 
аталады. 
Мысал 58: 

1
1cos 2 


z

W  функциясының айрықша нүктелері оқшауланған 

айрықша нүктелер болатынын көрсетіңіз. 
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Шешімі: 
1

1
2 


z

t  функциясы z1= -1 және z2= -2 нүктелерінен басқа нүктелерде 

аналитикалық, ал W=cost функциясы кез келген t үшін аналитикалық 

болатындықтан 
1

1cos 2 


z
W  күрделі функциясы z1=-1, z2= 1 нүктелерінен басқа 

барлық нүктелерде аналитикалық болады. z1 және z2 нүктелерінің ара 
қашықтығы 21121  zz . Олай болса, олардың кез келгенінің радиусы екіден 
кіші аймағында өзінен басқа айрықша нүкте болмайды, онда анықтама 23 
бойынша z1=-1, z2= 1 - оқшауланған айрықша нүктелер. 

Бұл мысал негізінде келесі қорытындыны жасауға болады: 
Егер айрықша нүктелер саны шектеулі болса, онда олар оқшауланған айрықша 
нүктелер болады. 

Мысал 59: 
1

1sec



z

W  функциясы үшін z=1 нүктесі оқшауланған айрықша 

нүкте бола ма? 

Шешімі: 

1
1cos

1
1

1sec








z
z

W  функциясы үшін z-1=0 немесе 0
1

1cos 
z

 

теңдіктерін қанағаттандыратын нүктелер, яғни 1z  және 





2

11kz , 

 ,...1,0 k  нүктелері айрықша нүктелер болады. Сонымен қатар 

,101

2

11limlim zz
kkk






















  яғни 1z  айрықша нүктесі kz  айрықша 

нүктелер тізбегінің шегі. Олай болса, шектің анықтамасы бойынша, 1z  
нүктесінің кез келген аймағында kz  айрықша нүктелер тізбегінің мүшелері бар 
болады. Басқаша айтсақ, 1z  айрықша нүктесінің өзінен басқа айрықша нүкте 
болмайтын аймағы жоқ, онда анықтама 23 бойынша 1z  айрықша нүктесі 
оқшауланған айрықша нүкте емес. 

Оқшауланған айрықша нүкте функцияның осы нүктедегі шегіне 
байланысты түзетілетін, полюс және маңызды деп үш түрге бөлінеді. Енді 
соларға тоқталайық. 

0z  нүктесі  zf  функциясының оқшауланған айрықша нүктесі болсын. 
Анықтама 24. Егер  zlim

0

f
zz

 шегі тиянақты болса (яғни санға тең болса), онда 

 zf  функциясының 0z  оқшауланған айрықша нүктесі түзетілетін 
(аласталатын) айрықша нүкте деп аталады. 

Мысал 60: z
zzf sin)(   функциясының айрықша нүктелерін тауып, оларды 

сипаттаңыз. 
Шешімі: Берілген функция бүкіл жазықтықта аналитикалық екі функцияның  
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қатынасы арқылы беріліп тұрғандықтын оның айрықша нүктелері бөлшектің 
бөлімінің нөлі, яғни z=0 нүктесі болады. Функцияның z=0 нүктесіндегі шегін 
табамыз: 

.1sinlim
0


 z

z
z  

Шек тиянақты, онда анықтама 24 бойынша z=0 - түзетілетін айрықша нүкте. 
Анықтама 25. Егер 

  


zlim
0

f
zz

 

болса, онда  zf  функциясының 0z  оқшауланған айрықша нүктесі полюс деп 
аталады. 
Теорема 2. 0z  нүктесі  zf  функциясының полюсі болуы үшін, оның 

   zf
1z   

функциясының нөлі болуы қажетті және жеткілікті. 
Анықтама 26. Егер 0z  нүктесі    zf

1z   функциясы үшін n  еселі нөл болса, 

онда  zf  функциясының 0z  оқшауланған айрықша нүктесі n  еселі полюс деп 
аталады. 

1n   жағдайында полюсті қарапайым (жай) деп атаймыз. 

Мысал 61:  
chzz

zf
22

1
2 

  функциясының 0z   айрықша нүктесін 

сипаттаңыз. 
Шешімі: 0z   нүктесінде бөлшектің бөлімі нөлге тең болғандықтан 0z   
нүктесі  zf  функциясының айрықша нүктесі болады. Енді осы нүктенің 

    chzz
zf

z 221 2   

функциясының нешінші ретті нөлі болатынын анықтайық: 
    ;00,22   shzzz  
    ;00,22   chzz  
    ;00,2   shzz  
    .020,2  IVIV chzz   

Демек, 0z   нүктесі  z  үшін төртінші ретті нөл болады. Олай болса, 
анықтама 25 бойынша 0z   нүктесі берілген  zf  функциясы үшін төртінші 
ретті полюс болады. 
Теорема 3. 0z  нүктесі  zf  функциясы үшін n  еселі полюс болу үшін 0z  
нүктесінің қандай да бір аймағында  zf  функциясының 0z  нүктесінде 
аналитикалық және   0z0   шартын қанағаттандыратын  z  функциясы 
арқылы 

   
 nzz

zf
0

z


   
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түрінде өрнектелінуі қажетті және жеткілікті. 

Мысал 62:  
1

sin
23 


zzz

zzf  функциясының айрықша нүктелерін тауып, оларды 

сипаттаңыз. 
Шешімі: Бөлшектің бөлімін көбейткіштерге жіктейік: 

                 11
sin

11
sin

11
sin

11
sin

2222 











zz
z

zz
z

zz
z

zzz
zzf . 

Соңғы өрнектен  zf  функциясының 1z   және 1z   екі айрықша нүктелері 
болатыны шығады. 

1z   айрықша нүктесін сипаттайық.  zf  функциясын 

 
  

 
  22 11

1
sin







z
z

z
z

z

zf 
 

түрінде жазайық. Мұндағы 

 
1

sin



z

zz  

функциясы 1z   нүктесінің 1z   нүктесі жатпайтын аймағында 

аналитикалық, әрі   0
2

1sin1  . Сондықтан, теорема 3 бойынша 1z   нүктесі 

 zf  функцияның екі еселі полюсі болады. Сол сияқты  zf  функциясының 

   
1
1

sin
2




z
z

z

zf  

түріндегі жазылуын пайдаланып 1z   айрықша нүктесінің  zf  функциясы 
үшін қарапайым полюс болатынын қорытындылаймыз. 
Теорема 1 және Теорема 3 –тен келесі салдарды жазуға болады. 
Салдар. Егер 0z  нүктесі: 
1)  z  функциясының «k» еселі нөлі; 
2)  zg  функциясының «n» еселі нөлі және nk   болса, онда 0z  нүктесі 

   
 zg
zzf 

  функциясының k-n  еселі полюсі болады. 

Дәлелдеуі: 1), 2) шарттарынан теорема 1 бойынша      zzz k 0z   және 
     zzzg n0z   теңдіктері орынды болатындай     0z,0z 00    

шарттарын қанағаттандыратын    z,  z  аналитикалық функциялары 
табылады да  zf  функциясы келесі түрде жазылады: 

   
 

   
   

 
 

 
.

00

0
knn

k

zz
z
z

zzz
zzz

zg
zzf 





 




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Бұл теңдіктен,  
  0
z
z


  болғандықтан, Теорема 3 бойынша 0z0   нүктесінің 

 zf  үшін « k-n » ретті полюс болатыны шығады. 

Мысал 63:  
12

sin
21 

  ze
zzf z


 функциясының 1z   айрықша нүктесін 

сипаттаңыз. 
Шешімі: 

1z   нүктесі бөлшектің бөлімі 
  ,12z 21   zez  

функциясы үшін үшінші ретті нөл болып табылады: 
 
    ;0221

;01

1
1 






z
z ze


 

   
  .0221

;0221

1
1

1
1











z
z

z
z

e

e




 

1z   нүктесі бөлшектің алымы 
  zzw sin , 

үшін бірінші ретті нөл болады: 
  0sin1  w  
    0cos1 1    zzw  

Онда, салдар бойынша, 1z   нүктесі  zf  функциясы үшін 3-1=2 ретті полюс 
болады. 
Анықтама 27: Егер  zlim

0

f
zz

 шегі жоқ болса, онда 0z  айрықша нүктесі  zf  

функциясының маңызды (елеулі) айрықша нүктесі деп аталады. 

Мысал 64:   2
1
zezf   функциясының 0z   айрықша нүктесін сипаттаңыз. 

Шешімі:  zf  функциясының z  айнымалысының 0 нүктесіне нақты және 
жорамал өстерінің бойымен ұмтылғандағы өзгеруін қарастырайық. 
Нақты өсте 0у  , xz . Онда 

  


2
1

00
limlim x
xz

ezf . 

Жорамал өсте 0x  , iyz , онда 

    0limlimlim
22

1

0

1

00






y

у

iy

уz
eezf . 

Екі шек бір-біріне тең болмағандықтан, яғни  zf
z 0
lim


 шегі жоқ. Олай болса, 

анықтама 27 бойынша, 0z   нүктесі  zf  функциясының маңызды айрықша 
нүктесі. 

az   нүктесі  zf  функциясының оқшауланған айрықша нүктесі болсын. 
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Онда az   нүктесінің қандай да бір Raz 0  тесік аймағында  zf  
аналитикалық функция болады да, осы аймақта  az   айырмасының дәрежелері 
бойынша Лоран қатарына жіктеледі. 

Енді, функцияның оқшауланған айрықша нүктесінің қандай түрге 
жататынын функцияның осы нүктенің аймағында Лоран қатарына жіктелуін 
пайдаланып анықтауға мүмкіндік беретін келесі үш теореманы келтірейік. 
Теорема 4. 0z  нүктесі  zf  функциясының түзетілетін айрықша нүктесі болуы 
үшін  zf  функциясының 0z  нүктесінің аймағында Лоран қатарына жіктелуінің 
тек дұрыс бөліктен тұруы, яғни 

...,)(...)()()( 2
210  n

n azсazcazcczf  
түрінде жазылуы қажетті және жеткілікті. 
Теорема 5. 0z  нүктесі  zf  функциясының n  еселі полюсі болуы үшін  zf  
функциясының 0z  нүктесінің аймағында Лоран қатарына жіктелуінде 0-nc  

және кез келген натурал k  үшін   0kn-c  болуы, яғни жіктелудің 

...,)(...
)()(

)( 10
1

1
1 








 


 azcc

az
c

az
c

az
c

zf n
n

n
n

  
0-nc  

түрінде жазылуы қажетті және жеткілікті. 
Теорема 6. 0z  нүктесі  zf  функциясының маңызды айрықша нүктесі болуы 
үшін 0-nc  теңсіздігінің n  нөмірінің шексіз көп мәндері үшін орынды болуы, 
яғни Лоран қатарының негізгі бөлігінің мүшелерінің саны шектеусіз болуы 
қажетті және жеткілікті. 
 

Мысал 65:  
z
ezf

z


1
 функциясының 0z0   айрықша нүктесін сипаттаңыз. 

Шешімі:  zf  функциясының 0z0   нүктесінің аймағында Лоран қатарына 
жіктелуін алу үшін ze  аналитикалық функциясының 0z0   нүктесінің 
аймағында Тейлор қатарына жіктелуін қолданамыз: 

    ....
!3!2

1...
!3!2

1...
!3!2

11111 323232


























  zzzzz

z
zzz

z
e

z
zf z  

Бұл жіктелуде негізгі бөлім, яғни z айнымалысының теріс дәрежелі мүшелері 
жоқ. Сондықтан, Теорема 4 бойынша 0z0   нүктесі түзетілетін айрықша нүкте 
болады.  zf  функциясының жоғарыдағы жіктелуі 0z0   айрықша нүктесінен 

өзгеше нүктелер үшін ғана орынды болады. Дегенмен де ...
!3!2

1
32

 zz  

қатарының 0z   нүктесіндегі қосындысы бірге тең. Егер  zf  функциясын 
0z   нүктесінде   10 f  деп қосымша анықтасақ, 0z0   нүктесінде 

аналитикалық болатын 
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 















0,zегер,1

0,zегер,1
z z

e
f

z

 

функциясын аламыз. 

Мысал 66:   7
cos1
z

zzf 
  функциясының 0z0   айрықша нүктесін сипаттаңыз. 

Шешімі: zcos  функциясын z  дәрежелері бойынша Тейлор қатарына жіктеп 
 zf  функциясының 0z0   нүктесінің аймағында Лоран жіктелуін аламыз 

  ...
!10!8!6

1
!4
1

!2
1...

!10!8!6!4!2
1 3

35

108642

7 









zz
zzz

zzzzz
z

zf . 

Бұл жіктелінуде 0
!2

1с 5   де, 0...сс 76    болғандықтан, Теорема 5 

бойынша 0z0   нүктесі бесінші ретті полюс болады. 

Мысал 67:     1
1

1  zezzf  функциясының 1z   айрықша нүктесін сипаттаңыз. 
Шешімі: 

...
!3!2

1
32


uuueu

 

жіктелуінде 1
1u



z  деп алып  zf  функциясының 1z   нүктесінің аймағында 

Лоран қатарына жіктелуін аламыз 
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Бұл жіктелуде 1z   айырмасының теріс дәрежелі мүшелер саны шектеусіз. 
Сондықтан Теорема 6 бойынша 1z0   нүктесі  zf  функциясының маңызды 
айрықша нүктесі болады. 
 

4.6 Есептер 
 

№1. Дәрежелік қатарлардың жинақтылық радиусын табыңыз. 

1) 




 

2

112
n

n

nn

z
i

;     5) 


0 !
2

n
n

n

zn
; 

2) 


1n

nin ze ;     6) 


n

n

nz
n
i

1
sin  ; 

3) 











1 lnn

n

in
z

;     7) 


1n

nz
n
ich ; 

4)  





0n

nzin ;     8) 





0
cos

n

nzin ; 
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9) 


0n

nn zi ;     10) 
n

n i
z











0 1 ; 

 
№2. Берілген функцияларды Тейлор қатарына жіктеп және жинақтылық 
радиусын табыңыз. 

1)   сoszzf  , 
4
z ;   6)   zezf  , 12 z ; 

2)    12sin  zzf , 1z ;   7)  
13

1



z

zf , 2z ; 

3)    22ln zzzf  , z ;   8)    zzf  2ln , z ; 

4)  
54

1
2 




zz
zzf , z ;   9)  

2
2 zshzf  , z ; 

5)  
2

2 izсoszf  , z ;    10)  
iz

zzf


 2 , z . 

 
№3. Келесі қатарлардың жинақтылық облысын табыңыз. 

1)  






1n

nn ize ;     5)  






1 2
2

n
n

n

iz
n

; 

2) 
 










1

1
n

n

in
iz

;    6)  


 1 14
1

n
nn z

; 

3)  


 1 1
1

n
nn zi

;     7)  


 


1 2
13

n
n

n

iz
; 

4) 






1 cosn

n

in
z

;     8) 
 







1

22
n

n

n

z
i

. 

 
№4. Келесі қатарлардың жинақтылық облысын табыңыз. 

1) 







 

10
1 33

12)1(
n

n

n

n
n

nn z
z

;   5) 







 

1

1

0
12 n

n

n

n
n

n

z
iz

; 

2) 






















01 4
2

n

n

n

n z
z ;    6)  

 











 01 !
sin

n

n

n
n n

iz
iz
in

; 

3)  
 










 01

1
1 n

n

n
n izn

iz
n

;  7) 










0

1
1 2

1
n

n

n

n
n

z
z ; 

4)  
 
 







 






01

1
1
12

n
n

n

n
n

n

ni
z

z
;   8)  

  n
nn

nn
izin

izn


 








21
2

1
01

. 

 
№5. Келесі функцияларды z=0 нүктесінің аймағында Лоран қатарына жіктеңіз. 
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1)  
z

ezf
z 1

 ;     5)   3z
ezf

z

 ; 

2)   zezzf
1

3 ;     6)  
z

zzf 1cos4 ; 

3)   2
sin

z
zzf  ;     7)  

zz
zf 2sin1 2 ; 

4)   4
cos1
z

zzf 
 ;    8)   3

1
z
ezf

z . 

 
№6. Келесі функцияларды берілген нүктелердің аймағында Лоран қатарына 
жіктеңіз. 

1)   1, 0

1

  zzezf iz ; 

2)   2,
2

sin
0 


 z

z
zzf ; 

3)  
 

1,
1 02 


 z

z
zzf . 

 
№7. Келесі функцияларды берілген сақиналарда Лоран қатарына жіктеңіз. 

1) )1(
1)(

zz
zf


 , 10  z ;  6) 2

3)( 2 


zz
zf , 21  z ; 

2) zezzf
1

3)(  ,  z0 ;  7) )3)((
)(




ziz
zzf , 31  z ; 

3)   321,
1

2
2 


 z
z

zf ;  8)   



 12,

34
2

2 z
zz

zzf ; 

4)   421,
82

1
2 


 z

zz
zf ; 9)   20,

1
1

2 


 iz
z

zf ; 

5)      41,
12

1
2 


 z

zz
zf ;  10)   21,

23
32

2 



 z

zz
zzf . 

 
№8. Төмендегі функциялардың   1 az  дәрежелері бойынша Лоран қатарына 
жіктеу керек. 

1)    32
1)(




zziz
zf , 0a ;  4)   41

1)( 22 


zz
zf , 0a ; 

2) 34
1)( 2 


zz

zf , 0a ;   5) zezzf
1

2)(  , 0a ; 

3) 23
1)( 2 


izz

zf , ia 2 ;   6)  23
1)(



z

zf , 1a ; 



73 
 

 

7) zz
zf


 2

1)( , 0a ;   9)   21
)(

3




zz
zzf , 1a . 

8) 
34

1)( 2 


zz
zf , 1a ; 

 
№9. Берілген функциялардың оқшауланған айрықша нүктелерін тауып, оларды 
сипаттаңыз. 

1) 2
cos1)(
z

zzf 
 ;    5) z

zzf cos)( 2 ; 

2) 2
cos)(

z
zzf  ;     6) 

z
zzf 2sin

cos1)( 
 ; 

3) 
z

zzf
cos1

)(


 ;    7) 4

4

1
)(

z
zzf


 ; 

4) 2

1)(
z

zzf 
 ;     8) 3

4

)(
z

zzzf  . 

 
№10. Келесі есептерде z=0 оқшауланған айрықша нүкте бола ма, болса оларды 
сипаттаңыз. 

1) 2

cos)(
z

zzf  ;     3) zz
zf

sin
1)(


 ; 

2) z
ctgzf 1)(  ;     4) zzzf sin)( 2 . 

 
№11. Көрсетілген функциялардың айрықша нүктелерін тауып, сипаттаушы 
қасиеттер көмегімен олардың типін анықтау керек. 

1) z
tgzzf )( ;     4) 2

1)(
z

ezf  ; 

2) 
z

zf sin)(  ;     5) 
z

zezf



1

)( ; 

3) z
ezf z 1cos)(  ;    6) 2

11sin)(
zz

zf  . 
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5 ШЕГЕРМЕЛЕР. КОМПЛЕКСТІК ПОТЕНЦИАЛДЫҢ 
МЕХАНИКА МЕН ФИЗИКАДА ҚОЛДАНЫЛУЫ 

5.1 Функциялардың шегермелері 
 

0z  нүктесі  zf  функциясының оқшауланған айрықша нүктесі болсын. 
Олай болса 0z  нүктесінің қандай да бір тесік (ойық) аймағында  zf  
аналитикалық болады.   - осы тесік аймақта жатқан және 0z  нүктесі ішінде 
жататын кез келген оң бағытта жүргізілген тұйық контур болсын. 
Анықтама 28.  zf  функциясының 0z  нүктесіндегі шегермесі деп 

   dzzf
i

zfres 
2

1
0                  (56) 

санын айтамыз. (Басқа белгілеулері:     zfreszzfres
zz 0

,; 0 
). 

Лоран қатарының коэффициенттерін анықтайтын (54) формуласы бойынша  zf  
функциясының 0z  нүктесіндегі шегермесі осы функцияның осы нүктенің 
аймағында Лоран қатарына жіктелуінің негізгі бөлігінің бірінші 
коэффициентіне тең екендігі шығады, яғни 

  .10  сzfres                   (57) 

Мысал 68:  
z

zzf 1sincos  функциясының 0z  айрықша нүктесіндегі 

шегермесін табыңыз. 
Шешімі: Айрықша нүктені сипаттау үшін, берілген функцияны 0z  нүктесінің 
аймағында Лоран қатарына синус және косинус функцияларының жіктелулерін 
пайдалынып жіктейік: 

 

....1...
!7!4

1
!5!2

1
!3!0

11...
!5!4

1
!3!2

11

...
!5
1

!3
11...

!4!2
11sincos

3

53

42







 






 







 









zz

zzz
zz

z
zzf

 

Дұрыс бөлігінің мүшелерінің саны шектеусіз Лоран қатарын алдық. 
Демек, 0z  маңызды айрықша нүкте. Онда ізделінді шегерме 

   





 









0
10 !12!2

1...
!5!4

1
!3!2

111sincos
nz nn

с
z

zres . 

Мысал 69:   zezf z cos2
1

  функциясының 0z  нүктесіндегі шегермесін 
табыңыз. 
Шешімі: (57) формуласы бойынша,  zf  функциясының 0z  нүктесіндегі 
шегермесі  zf  функциясының осы нүкте аймағында Лоран жіктелуіндегі 1z  
дәрежесінің коэффициентіне тең.  zf  функциясы жұп болғандықтан оның 
Лоран жіктелуінде z  айнымалысының тақ дәрежелері болмайды, яғни олардың 
коэффициенттері нөлге тең. Олай болса, 1z  дәрежесінің коэффициенті 
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01с , демек,   00 fres . 
Теорема 4 мен (57) теңдігінен келесі теореманы аламыз. 

Теорема 7. Түзетілетін айрықша нүктедегі шегерме нөлге тең. 

Мысал 70:    
iz

zzf
2

4sin 2




  функциясының айрықша нүктесіндегі шегермесін 

табыңыз. 
Шешімі:  zf  функциясының айрықша нүктесі iz 2 . Функцияның осы нүктедегі 
шегін қарастырайық: 

     
        iiiz

z
ziz

iziz
z

iz
zzf

iziziziz
4412

4
4sinlim2

22
4sinlim

2
4sinlimlim 2

2

2

2

2

2

22












. 

Шек тиянақты, олай болса iz 2  түзетілетін айрықша нүкте. Онда теорема 7 
бойынша, функцияның бұл нүктедегі шегермесі 

  02 ifres . 
Полюс үшін келесі теоремалар орынды болады. 

Теорема 8. Егер 0z  нүктесі  zf  функциясының n  - ші ретті полюсі болса, онда 

       n
n

n

zz
zzzf

dz
d

n
zfres 01

1

0
0

lim
!1

1



 




.                        (58) 

0z  қарапайым полюс  1n  болған жағдайда 
     00

0

lim zzzfzfres
zz




.                         (59) 

Мысал 71:  
   21 3 


zz

ezf
z

 функциясының айрықша нүктелеріндегі 

шегермелерін табыңыз. 
Шешімі:  zf  функциясының айрықша нүктелері 1z  және 2z . Мұндағы 

1z  нүктесі  zf  функциясы үшін үшінші ретті полюс. Олай болса біз (58) 
формуласын қолдана аламыз: 

   
  ez

ezz
z
e

dz
dfres

z

z

z

z 54
17

2
106lim

!2
1

2
lim

!2
11 3

2

12

2

1


















. 

2z - бірінші ретті полюс, сондықтан (59) формуласы бойынша 

 
  271

lim2
2

32

e
z

efres
z

z






. 

Теорема 9. Егер  zf  функциясы 0z  нүктесінің аймағында  z  және  z  екі 
аналитикалық функцияларының қатынасы 

   
 z
zzf




  

түрінде берілсе, сондай-ақ   ,00 z  ал   00 z  және   00  z , яғни 0z  нүктесі 
 zf  функциясының қарапайым полюсі болса, онда 

   
 0

0
0 z

zzfres




 .                  (60) 
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Мысал 72:  
1

 z

z

е
еzf  функциясының айрықша нүктелеріндегі шегермелерін 

табыңыз. 

Шешімі:  
1

 z

z

е
еzf  функциясының айрықша нүктелері 01zе  теңдеуінің 

түбірлері ,...2,1,0,221ln1  kkikiLnz   нүктелері болады.  zf  

функциясы   zеz   және   1 zеz  функциялары арқылы    
 z
zzf


  түрінде 

жазылады. Олай болса, егер  z  және  z  функциялары kiz 2  нүктесінде 
теорема 9 шарттарын қанағаттандырса, онда  zf  функциясының kiz 2  
нүктесіндегі шегермесін (60) формуласы бойынша табуға болады. 

Теорема 9 шарттарының орындалуын тексерейік: 
  012sin2cos2 2  kikеki ki   , 
  01112 2  kiеki  , 

      0121 2 


 kizz еkiееz  . 
Теорема 9 шарттары орынды. Онда (60) формуласы бойынша 

   
  1

1
1

2
22 




ki
kikifres

 . 

Егер  zf  функциясы 0z  нүктесі реті бірден жоғары нөлдері болатын  z  

және  z  аналитикалық функциялары арқылы    
 z
zzf




  түрінде жазылса, 

онда  zf  функциясының 0z  нүктесіндегі шегермесін  z  және  z  
функцияларын олардың 0z  нүктесінің аймағындағы Тейлор қатарына 
жіктелулерімен ауыстыру арқылы табуға болады. 

Мысал 73:     zzz
zzzf

sinsin
sin33sin




  функциясының 0z  нүктесіндегі шегермесін 

табыңыз. 
Шешімі: Бөлшектің алымы да, бөлімі де аналитикалық функциялар және 0z  
нүктесі бөлшектің алымының да, бөлімінің де нөлі болады. Бөлшектің алымы 
мен бөлімін Тейлор қатарына 

...
!5!3

sin
53


zzzz  

жіктелуін қолданып жіктейміз: 

    


































...
!3

...
!5!3

...
!5!3

3...
!5

3
!3

33

sinsin
sin33sin

353

535533

zzzz

zzzzzz

zzz
zzzf  



77 
 

 

     






















































...
!3

1...
!5!3

1

...
!5

33
!3

33

...
!3

1...
!5!3

1

...
!5

33
!3

33

22
4

2
53

3

22
4

5
5

3
3

zzz

zz

zzz

zz
 

     .
...

!3
1...

!5!3
1

...
!5

33
!3

33

22

2
53





























zzz

z
 

Сонымен 

   
 .

...
!3

1...
!5!3

1

...
!5

33
!3

33

sinsin
sin33sin

22

2
53

z
z

z

zz

z

zzz
zzzf 

































  

Сондай-ақ   00   болғандықтан, 0z  нүктесі теорема 3 бойынша  zf  
функциясының қарапайым полюсі болады, онда (59) формуласы бойынша оның 
осы нүктедегі шегермесі 

          .24

!3
1
!3

33

0limlimlim0

3

000








 zz

z
zzzfresf

zzz  

Мысал 74:  
z

ezf
z




1

1

 функциясының айрықша нүктелеріндегі шегермелерін 

табыңыз. 
Шешімі:  zf  функциясының айрықша нүктелері 1z  және 0z . 

1z  айрықша нүктесінде бөлшектің алымы мен бөлімі теорема 9 шарттарын 
қанағаттандырады, сондықтан (60) формуласы бойынша 

  .
1 1

1

1
eezfres z

z

z



 

 

0z  айрықша нүктесін сипаттау үшін   zez
1

  және  
z

z



1

1  функцияларын 

осы нүктенің аймағында Лоран қатарына жіктейміз: 

...
!3
1

!2
111 32

1


zzz

e z , 

...1
1

1 32 


zzz
z . 

Бұл қатарларды көбейтіп берілген функцияның 
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 







 







 



 ...11...
!3

1
!2

11

...1...
!3
1

!2
111

1

22

32
32

1

z
c

z

zzz
zzzz

e z

 

түріндегі бас бөлігінің мүшелерінің саны шектеусіз Лоран қатарын аламыз. 
Онда 0z  берілген функцияның маңызды айрықша нүктесі болады да 0z  
нүктесіндегі шегермесі (57) формуласы бойынша табылады: 

  ...
!3

1
!2

1110
 


сzfres

z
. 

Бұл теңдіктен, 1...
!3

1
!2

1
!1

11 e  екенін ескерсек, 

  1
0




ezfres
z

 
теңдігін аламыз. 
 

5.2 Шексіз алыс нүктеге қатысты функцияның шегермесі 
 

Анықтама 29. Егер 

  










 1f  

функциясы 0  нүктесінде аналитикалық болса, онда  zf  функциясы z  
шексіз алыс нүктесінде аналитикалық деп аталады. 

Мысал үшін  
z

zf 1sin  функциясы z  нүктесінде аналитикалық, себебі 

  


 sin1









 f  

функциясы 0  нүктесінде аналитикалық болады. 
z  нүктесі  zf  функциясының айрықша нүктесі болып (яғни 

аналитикалық нүктесі болмаса) және оның қандай да бір Rz   аймағында  zf  
функциясының басқа айрықша нүктелері болмаса, онда z  нүктесі  zf  
функциясының оқшауланған айрықша нүктесі деп аталады. 
Мысал 75:  

z
zf

sin
1

  функциясын қарастырайық.  ,...2,1,0,  kkzz k   

нүктелерінде 0sin z  болғандықтан kzk   нүктелері  zf  функциясы үшін 
айрықша нүктелер болады. 

Сонымен қатар  

z
z

fz 1sin

11







  функциясы үшін 0z  нүктесі айрықша 

болғандықтан z  нүктесі де  zf  функциясының айрықша нүктесі болады. 
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 ,...2,1,0,  kkzk   айрықша нүктелер тізбегінің шегі 
 kk

zlim , онда 

шектің анықтамасы бойынша, кез келген R оң саны үшін Rzk   теңсіздігін 
қанағаттандыратын kz  нүктесі табылады, яғни z  нүктесінің кез келген 

Rz   аймағында kz  айрықша нүктесі бар болады, басқаша айтсақ, z  
айрықша нүктесінің өзінен басқа айрықша нүкте болмайтын аймағы жоқ. Олай 
болса z  айрықша нүктесі  zf  функциясының оқшауланбаған айрықша 
нүктесі болады. 

 zf  функцияның z  айрықша нүктесі  zf
z 
lim  шегінің санға тең, 

шексіздікке тең немесе болмауына сәйкес осы функцияның түзетілетін 
айрықша нүктесі, полюсі немесе маңызды (елеулі) айрықша нүктесі деп 
аталады. 

Шектеусіз алыс айрықша нүктенің түрінің Лоран жіктелуімен байланысты 
берілген белгілері тиянақты айрықша нүктелері үшін берілген белгілерден 
өзгеше болады. 

Енді соларға тоқталайық. Бұл арада  zf  функциясының z  нүктесінің 
аймағында Лоран жіктелуі деп  zf  функциясының центрі 0z  нүктесі 
болатын қандай да бір дөңгелектің сыртында (яғни Rz   жиынында), мүмкін 

z  нүктесінің өзін есептемегенде, жинақты болатын z  айнымалысының 
дәрежелері бойынша Лоран жіктелуін айтамыз. 
Теорема 10. Егер  zf  функциясының z  шектеусіз алыс нүктесінің 
аймағындағы Лоран жіктелінуінде z  айнымалысының оң дәрежелі мүшелері 
болмаса, онда z  нүктесі  zf  функциясының түзетілетін айрықша нүктесі 
болады; егер Лоран жіктелінуінде оң дәрежелі мүшелер бар және олардың саны 
шектеулі болса, онда z  нүктесі  zf  функциясының полюсі болады; егер 
Лоран жіктелінуінде z  айнымалысының оң дәрежелі мүшелер саны шектеусіз 
болса, онда z  нүктесі  zf  функциясының маңызды айрықша нүктесі 
болады. 
Анықтама 30. z  нүктесінің қандай да бір аймағында ( z  нүктесінің 
өзін есептемегенде) аналитикалық  zf  функциясының шексіздіктегі шегермесі 
деп 

  dzzf
i

fres 





)(
2
1

,                 (61) 

санын айтамыз, мұндағы 


  - аталған аймақта жататын центрі бас нүктеде 
орналасқан сағат тілі бағытымен (шеңбердің сырты сол жақта болатын 
бағытпен) жүргізілген шеңбер. 

Бұл анықтамадан  zf  функциясының шексіздіктегі шегермесі  zf  
функциясының z  нүктесінің аймағында Лоран жіктелуіндегі 1z  
дәрежесінің қарама-қарсы таңбамен алынған коэффициентіне тең екендігі 
шығады: 

  1 сfres .                  (62) 
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Мысал 76:  
z

zzf 1
  функциясы үшін   11111  z

z
zf . Бұл өрнекті 

функцияның шексіз алыс нүктенің 0z  аймағындағы Лоран жіктелінуі ретінде 
қарастыруға болады. Бұл жіктелуде z айнымалысының оң дәрежесі жоқ, олай 
болса z  нүктесі  zf  функциясының түзетілетін айрықша нүктесі. (62) 
формуласы бойынша, 11 с  болғандықтан 

  1fres . 
Келтірілген мысалдан аналитикалық функцияның шексіз алыс түзетілетін 
айрықша нүктеге қатысты шегермесінің нөлден өзгеше де болатыны шығады 
(теорема 7 - мен салыстырып көріңіз). 

Белгілі chzshzzze z ,,cos,sin,  функцияларының z  айнымалысының 
дәрежелеріне жіктелулерін z  нүктесінің аймағында Лоран жіктелулері 
ретінде қарастыруға болады. Бұл жіктелулердің әрқайсысында z -тің оң 
дәрежелі мүшелерінің саны шектеусіз болғандықтан аталған функциялар үшін 

z  маңызды айрықша нүкте болады. 
Теорема 11. Егер  zf  функциясының кеңейтілген комплекс жазықтықтағы 
айрықша нүктелерінің саны шектеулі болса, онда оның осы нүктелердегі 
шегермелерінің z  нүктесіндегі шегермесін қоса есептегендегі қосындысы 
нөлге тең. 

Сонымен naaaa ,...,,, 321  берілген  zf  функциясының тиянақты айрықша 
нүктелері болса, онда 

    0
1

 


n

k
kafresfres  

немесе 

   


fresafres
n

k
k

1
.                 (63) 

 
5.3 Шегерменің тұйық контур бойынша интегралды 

есептеуге қолданылуы 
 

Шегермелер туралы Коши теоремасы. Егер  zf  функциясы D облысының С 
шекарасында және облыстың nzzz ...,,, 21  айрықша нүктелерінен басқа барлық 
ішкі нүктелерінде аналитикалық болса, онда 

   



n

k
k

С

zfresidzzf
1

2                  (64) 

теңдігі орынды болады. 

Мысал 77: dz
zz

e

z

z


 



4
2

1  интегралын есептеңіз. 

Шешімі:  
zz

ezf
z




 2
1  функциясы 4z  шеңберінде және осы шеңбермен 

шектелген  4z   облысының  0z   және  1z   нүктелерінен  басқа  барлық  
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нүктелерінде аналитикалық болады. 
Онда, шегермелер туралы Коши теоремасы бойынша, 

    1021

4
2 






fresfresidz
zz

e

z

z

 . 

Теңдіктің оң жағындағы шегермелерді есептейік. 

11lim 20





 zz
e z

z
, яғни 0z  нүктесі  zf  функциясының түзетілетін айрықша 

нүктесі. Олай болса   00 fres . 
1z  нүктесі – бірінші ретті полюс. Олай болса 

      1

1
11

1
1lim1 
















 ez
zz

efres
z

z
. 

Сонымен 

    .121021 11

4
2









 eieidz
zz

e

z

z

 . 

Мысал 78: dztgz
z

2

 интегралын есептеңіз. 

Шешімі:   tgzzf   функциясы 2z  шеңберінде және осы шеңбермен 
шектелген 2z  облысының қарапайым полюстер болатын 2

z  және 2
z  

нүктелерінен басқа барлық нүктелерінде аналитикалық болады.   tgzzf   

функциясының басқа барлық  ,...3,2,12  kkzk 


 айрықша нүктелері 2z  
тұйық облысынан тыс орналасқан  2kz , сол себепті олар есепке алынбайды. 
(60) формуласы бойынша 

 
,1

cos

sin
2 2













zz

zfres  

 
.1

cos

sin
2 2













zz

zfres  

Шегермелер туралы Коши теоремасы бойынша 
   .4112

222

iifresfresdztgz
z




















 

Мысал 79: dz
z
e

iz

z


 2/3

2

1

1

2

 интегралын есептеңіз. 

Шешімі:  
12

1
2




z
ezf

z

 функциясы 2
3iz  облысында iz  - бірінші ретті полюс пен 

1z  - маңызды айрықша нүктесіне ие болады. (59) формуласы бойынша 

 
  i

e
z

e

z

eifres

iz

z

iz

z

221

1
1

2

1
22 






 . 
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0z  нүктесіндегі шегермені  zf  функциясының 0z  нүктесінің аймағындағы 
Лоран қатарына жіктелуін пайдаланып есептеуге болады. Бірақ берілген 
жағдайда Лоран қатарын табудың қажеттілігі жоқ:  zf  функциясы жұп, 

сондықтан Лоран жіктелінуі z  пен z
1

 - дің тек жұп дәрежелерінен тұрады, 

яғни 01 с  болады. Онда (57) формуласы бойынша 
  00 fres . 

Шегермелер туралы Коши теоремасы бойынша 

ei
eidz

z
e

iz

z  














 0

2
2

1

1

2/3
2

1
2

. 

Мысал 80: dz
zzz

1sin
1

1

2

 

 интегралын есептеңіз. 

Шешімі: Интеграл астындағы функциясының 2z  тұйық дөңгелегінде 1z  
және 0z  екі айрықша нүктелері болады. 1z  нүктесінің қарапайым полюс 
болатынын көрсету қиын емес, олай болса (60) формуласы бойынша 

 
1sin

1

1sin1sin
1

1

1

1
















z

z z
z

zz
res . 

zz
1sin

1
1


 функциясының 0z  айрықша нүктесіндегі шегермесін анықтау үшін 

оның осы нүктенің аймағында Лоран қатарына жіктелуін пайдаланамыз. 

 

....,3,2,0,...1...
!5

1
!3

11

...
!5
1

!3
11...11sin

1
11sin

1
1

3
3

2
2

53
2







 







 







 kc
z
c

z
c

z

zzz
zz

zzzz

k

 

(57) формуласы бойынша 

1sin...
!5

1
!3

11
1

1sin
10







 

 
с

z
zres

z
. 

(60) формуласы бойынша 

  01sin1sin21sin
1

1

2






idz
zzz

 . 

Шегермелер туралы Коши теоремасы мен (64), (63), және (62) теңдіктерінен, 
егер Rz   шеңберінің сыртында  zf  функциясының z  нүктесінен басқа 
айрықша нүктесі жоқ болса 

    12 


 сfresidzzf
Rz

                 (65) 

болатыны шығады. 
Мысал 81: 4

21 z
dzI

z 
 



 интегралын есептеңіз. 
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Шешімі: 014 z  теңдеуінің түбірлері интеграл астындағы   41
1
z

zf


  

функциясының айрықша нүктелері болады. Теңдеудің төрт түбірі бар. Олар 
4321 ,,, zzzz  сандары болсын. Бұл түбірлер, модульдері бірге тең болғандықтан 

2z  шеңберінің ішінде жатады. 

Енді z  нүктесін қарастырайық. 
4

11

11

z
z

f








  функциясы 0z  нүктесінде 

аналитикалық емес ( 0z  нүктесінде анықталмаған), онда, анықтама 28 
бойынша, z  нүктесі  zf  функциясының айрықша нүктесі. Сонымен 2z  

шеңберінің сыртында   41
1
z

zf


  функциясының z  нүктесінен басқа 

айрықша нүктесі жоқ болып шықты. Олай болса (65) формуласын қолдануға 
болады: 

  12  сfresiI  . 

  41
1
z

zf


  функциясы шексіз алыс нүктенің аймағында Лоран қатарына 

төмендегіше жіктелінеді: 
  ...111

11

11
1

1
1284

4

44 






zzz

z
zz

zf . 

Бұдан 01 с  болатыны шығады да, біз 
01  сI  

теңдігін аламыз. 

Мысал 82: 
    dz

zz
zI

z
4332

17

3 32 
 



 интегралын есептеңіз. 

Шешімі: Интеграл астындағы      4332

17

32 


zz
zzf  функциясы 3z  шеңберінің 

ішінде жататын еселі полюстер болатын бес айрықша нүктеге ие болады. 
Сондықтан, Кошидің шегермелер туралы теоремасында берілген (64) 
формуласын қолдану ұзақ есептеулерге әкелетіндіктен, берілген интегралды 
(65) теңдігін қолданып есептеу қолайлы болады.  zf  функциясын төмендегі 
түрде жазып аламыз: 

     

4

3

3

2

4

3

3

2
12

4

3

3

2
6

17

4332

17

31

1
21

11
3121

11
312132 









































 






 









 






 






zz
z

zz
z

z
zz

z

z
zz

zzf  

z  шексіз алыс нүктесінің 3z  аймағында 12
2 

z
 және 13

3 
z

 болғандықтан, 

2
21

1

z


 және 
3

31

1

z


 бөлшектерін 
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1...,1
1

1 32 


tttt
t

 

жіктелуін қолданып жіктеуге болады: 

 
42

33

32

22 ...331...2211





































zzzzz
zf . 

Бұл теңдіктен  zf  функциясының Лоран жіктелуінің негізгі бөлігінің бірінші 

мүшесі 
z
1  болатыны шығады. Олай болса 11 С . Бұл шаманы (65) теңдігіне 

қойсақ 
iI 2  

теңдігін аламыз. 
 

5.4 Рационал функциялардың интегралдары 
 

 
 dx
xQ
xP

n

m




 түріндегі интегралды қарастырамыз, мұндағы    xQxP nm ,  - х  

нақты айнымалысының, сәйкесінше, m және n дәрежелі көпмүшеліктері. 
Мұндай интегралды есептеуде келесі тұжырымды қолданған қолайлы болады. 

Егер кез келген x  үшін   0xQn  және 2 mn , яғни бөлімінің дәрежесі 
алымының дәрежесінен тым болмаса екі бірлікке жоғары болса, онда 

 
  idx
xQ
xP

n

m 2




,                  (66) 

мұндағы   дегеніміз 
 
 zQ
zPzf

n

m)(  комплекс айнымылылы функциясының үстіңгі 

жартыжазықтықта орналасқан барлық полюстеріндегі шегермелерінің 
қосындысы. 

Мысал 83:    0,
0

222

2




 


a
ax
dxxI  интегралын есептеңіз. 

Шешімі: Интеграл астындағы  
 222

2

ax
xxf


  функциясы жұп, онда 

 


 
 222

2

2
1

ax
dxxI  

болады. Ox  нақты өсінде, яғни xz   жағдайында )(xf  функциясына тең 

болатын    222

2

az
zzf


  комплекс айнымалы функциясын енгізелік. )(zf  

функциясы үстіңгі жартыжазықтықта орналасқан aiz   нүктесінде екінші ретті 
полюске ие болады. Осы полюске қатысты )(zf  функциясының шегермесі 
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B

     
    aiaiz

aiz
aiz

z
dz
daizzf

dz
daifres

aizaizaiz 4
12limlimlim 32

2
2 















. 

(66) формуласын қолданып 

  aai
i

ax
dxxI

44
12

2
1

2
1

222

2  


 




 

болатынын аламыз. 

2.  


0

cos xdxxR  ,  


0

sin xdxxR   

түріндегі интегралдар берілсін, мұндағы  xR  - дұрыс рационал бөлшек,  - кез 
келген оң сан. 
Интегралдың бұл түрін есептеуде Жорданның келесі теоремасын қолдану 
қолайлы. 
Теорема 12. )(zg  функциясы үстіңгі жартыжазықтықтың (  zarg0 ) санаулы 
ғана айрықша нүктелерінен басқа нүктелерінде аналитикалық болып және осы 
жартыжазықтықта 0)(lim 


zg

z
 болса, онда кез келген   оң саны үшін 

  0lim 
dzezg zi

C
R

R

 ,                 (67) 

мұнда RС  үстіңгі жартыжазықтықта жатқан центрі 0, радиусы R жарты шеңбер 
(19-сурет). 

Мысал 84: 



0

22 0,0,sin kadx
kx
axх

 интегралын табыңыз. 

Шешімі:   22 kz
zezf

iaz


  көмекші комплекс айнымалы функциясын енгізелік. 

Егер xz   болса, онда  zfIm  интеграл астындағы   22
sin

kx
axхx


  функциясына 

тең болады. 19-суретте көрсетілген контурды қарастырайық. 
 
 
 
 
 
     E                    A  
                o             
 

19-сурет 

Егер kR  , яғни R жеткілікті үлкен болса, онда   22 kz
zzg


  функциясы үшін 

RС  контурында 

RC
у

х
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  222222222222 kR
R

kR
R

kz
Rbaba

kz
R

kz
z

kz
zzg

















 , 

теңсіздігі орынды болады. Бұл теңсіздіктен, 0lim 22 
 kR
R

R
 болғандықтан,   0lim 


zg

z
 

теңдігі шығады. Демек, Жордан леммасы бойынша 

0lim 22 


dz
kz

ze

RC

iaz

R
                 (68) 

Шегермелер туралы теорема бойынша кез келген kR   үшін 

 
.

2
1222 2222

akak

ikz

iz

iaz

ikz
ABEA

iaz

ieei
ikz
ikz

ze

i
kz

zeresidz
kz

ze 





































   

Сонымен қатар 

.222222  









 RC

iazR

R

iax

ABEA

iaz

dz
kz

zedx
kx

xedz
kz

ze
 

Соңғы екі теңдіктен 
ak

C

iazR

R

iax

eidz
kz

zedx
kx

xe

R










  2222  

теңдігін аламыз. 
Бұл теңдікте R  жағдайында, (68) қатынасын ескере отырып, шекке көшеміз: 

.22
ak

iax

iedx
kx

xe 





   

Оң және сол жақтарының нақты бөліктерін теңестіреміз: 









.sin
22

akedx
kx
axх   

Интеграл астындағы функцияның жұптығын ескерсек 
akedx

kx
xх 




 2

sin

0
22


 

болатыны шығады. 
 

5.5 Сұйық механикасында қолданылуы 
 

Анықтама 31. Сығылмайтын сұйықтың қалыптасқан жазық құйынсыз ағыны 
комплекстік потенциал немесе ағынның сипаттамалық функциясы деп 
аталатын 

     yx,iyx,zw    
аналитикалық функциямен сипатталады.   - потенциалдық функция,   - ағын 
функциясы деп аталады. соnst  - эквипотенциалдық сызықтар, соnst  - 
ағын сызықтары. 
V ағын жылдамдығының векторы  zw  функциясымен 
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 
   







grad
zwzwV

zwiVVVe yx
i







V
V

V

,arg,

,

 

қатынастарымен байланысады. 

 
С

y
С

x ddyVdxVГ                   (69) 

қисық сызықты интегралы V векторының С  контуры бойынша циркуляциясы 
деп аталады (С  - оң бағытта жүргізілген тұйық контур). Циркуляция сұйық 
ағынының құйындық дәрежесін сипаттайды. 

   
СС

ху ddyVdxVQ                   (70) 

қисық сызықты интегралы V векторының С  контуры арқылы ағыны деп 
аталады. Ағын С  контуры арқылы уақыт бірлігінде өтетін сұйық мөлшерін 
анықтайды. 

(69) және (70) формулаларын біріктіре отырып 
 dzzwiQГ

С
   

теңдігін аламыз. 
Егер  zw  тұйық С  контурының ішінде анықталған және ондағы айрықша 

нүктелерінің саны ақырлы болса, онда 
   zwresiiQГ 2  

(қосынды айрықша нүктелер бойынша құрылады). 
Егер a  -  zw  функциясының полюсі болса, онда  zw  функциясы a  нүктесінің 
аймағында 

        ...ln
2

1
2

... 10 








  azccaz
i
iQГ

az
р

az
сzw n

n


 

түрінде жіктелінеді.  az
i
iQГ


 ln

2
 мүшесі ( QГ ,  - нақты сандар) a  нүктесінде 

 ГQа ,;  түрінде белгіленетін Q  молшылықты және Г  интенсивті құйын көзін 
(Егер 0Q  болса, онда  Га;  құйынын аламыз. Егер 0Г  болса, онда  Qа;  
көзін аламыз. Егер көздің интенсивтілігі 0Q  болса, онда кері ағу орын алады 

дейміз), az
р


1

2  мүшесі -  pа;  түрінде белгіленетін p  сәтіндегі диполін ( p  - 

комплекс сан; p  - радиус векторы a  нүктесінен тоқ желісі бағытында өтетін 

диполь өсінің бағытын анықтайды), қалған  k
k

az
с

  мүшелері a  нүктесідегі k2  

ретті мультипольдерді анықтайды. 
Сәйкесінше шексіздікте 

  ...ln
22

... 1
0 


 

z
ccz

i
iQГzpzсzw n

n 
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жіктелінуі орын алса, онда z
i
iQГ ln

2
  мүшесі шексіздікте Q  молшылықты және 

Г  интенсивті құйын көзін, ал zp
2  мүшесі - p  сәтті диполь (шексіздікте тоқ 

желісінің бағыты р  радиус-векторы бағытымен бағыттас), ал қалған k
k zс  

мүшелері k2  ретті мультипольдерді анықтайды. 
0V , яғни   0 zw  болатын нүктелер ағынның кризистік нүктелері деп 

аталады: бұл нүктелерден тоқ сызығы мен эквипотенциалдық сызықтар 
кезектесіп шығады. Егер кризистік нүкте 1n  ретті туындының нөлі болса, 

онда бұл сызықтар өзара n2


 бұрыштар жасайды. Мұндай сызықтар 

тармақталынуы шексіздікте де болуы мүмкін. 
Мысал 85: Сұйықтың қозғалысы   2zzw   комплекстік потенциалымен 
берілген. Жылдамдықтар потенциалын, ағын функциясын, деңгейлік сызығын, 
ағын сызығын, V жылдамдық векторының шамасы мен бағытын, жылдамдық 
векторларының х0  және у0  координат өстеріне хV  және yV  проекцияларын 
табыңыз. 
Шешімі: iyxz   деп алып 

    xyiyxzw 222   
болатынын аламыз. Онда жылдамдықтар потенциалы   22, yxyx   және ағын 
функциясы   ,2, xyyx    constyx ,  деңгейлік сызығы constyx  22  
гиперболасы constyx ),(  ағын сызығы constxy 2  гиперболасы болады. 
Жылдамдық векторының шамасы 

    222 22 yxzzzwV 


 . 

Жылдамдық векторының бағыты 

 
x
yarctgzzw  2argarg  

бұрышымен анықталады. 
х0  және у0  координат өстеріне жылдамдық векторларының проекциялары 

y
y

Vx
x

V yх 2,2 










. 

Сұйықтың тыныштық нүктесі, яғни V=0 болатын нүкте О(0,0) 
координаталардың бас нүктесі болады.  
Мысал 86: Сұйықтың қозғалысы   zshzw ln  комплекстік потенциалымен 
берілген. 32 z  шеңбері арқылы өтетін Г  ағын шамасын және шеңбер 
бойындағы Q  циркуляциясын табыңыз. 
Шешімі: Комплекстік потенциалдың туындысын табамыз: 

  zсthzw  . 
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 dzzwiQГ
С
   формуласын қолдансақ 





2/32/3 zz

dz
zsh
zсhzdzсthiГQ

  

теңдігін аламыз. 
Интеграл астындағы функцияның 32 z  шеңберінің ішінде үш жай 

полюстері izziz  321 ,0,  бар болады. Оның осы полюстердегі 
шегермесін табамыз. 

  .3,2,1,11
 kzwres k 

  

Коши теоремасы бойынша 
.6

2/3




z

izdzсth   

Онда 
.606 22  iiiГQ   

Демек, циркуляция 0Q , ағын 26Г . 
Мысал 87: Эквипотенциалдық сызықтарының теңдеуі cxyychx  2sin  
берілген, мұндағы .constс   Сұйықтың ағынының   00 w  шартын 
қанағаттандыратын  zw  комплекстік потенциалын табыңыз. 
Шешімі: Есептің шартынан  yx,  потенциалдық функциясы  zw  
аналитикалық функциясының, яғни ізделінді комплекстік потенциалдың нақты 
бөлігі 

ychxxy sin2   
екендігі шығады да, есеп   00 w  шартын қанағаттандыратын 

     yxiyxzw ,,    
аналитикалық функциясын оның белгілі  yx,  нақты бөлігі бойынша тұрғызу 
есебіне келеді 

yshxy
х

sin2 



. 

Коши-Риман шарттарының бірі бойынша yх 




 

, онда 

yshxy
y

sin2 



. 

Теңдікті у айнымалысы бойынша интегралдаймыз 
   xfyshxyyx  cos, 2 , 

мұндағы  xf  - кез келген дифференциалданатын функция.  yx,  функциясын 

x  бойынша дифференциалдап алып Коши-Риманның 
yх 





   шартын 

қолдансақ 
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    xxfychxxxfychx 2cos2cos   
теңдеуін аламыз. 
Бұдан   constccxxf  ,2  болатыны шығады.  xf  функциясының 
алынған мәнін теңдікке қоямыз: 

  cyshxxyyx  cos, 22 . 
Сонымен 

        icyshxxyiychxxyyxiyxzw  cossin2,, 22 . 
  00 w  шарты бойынша ,00 ci   яғни 0c . 

Олай болса ізделінді комплекстік потенциал 
   yshxxyiychxxyzw cossin2 22   

немесе 
   shzzizw  2 . 

 
5.6 Электр статикасында қолданылуы 

 
      ji ухEухEух xx ,,, E  жазық электр статикалық өрісі, яғни кернеулік 

вектор өрісі берілсін. Бұл векторлық өрісті yx iEEE   комплекстік түрінде 
жазуға болады. Өріс нақты бөлігі мен жорамал бөліктері 

x
u

y
vE

y
u

x
vE yx 















 ,  шарттарын қанағаттандыратын      yx,ivyx,uzw   

аналитикалық функциясымен толық сипатталады.  zw  функциясы Е өрісінің 
комплекстік потенциалы, u  - күш функциясы, ал v  - потенциалдық 
функциясы, соnstv   - эквипотенциалдық сызықтары, соnstu   - күш сызықтары 
деп аталады. 

Аталған шарттардан келесі теңдіктерді аламыз: 

gradvE  немесе      zwArgArgEzwEzwiЕ 
2

,, 
. 

Кернеулік векторының С тұйық контуры арқылы ағыны 

C

ndsEN  

қисық сызық интегралымен анықталады, мұндағы nE  - Е векторының С 
контурына (x,y) нүктесінде жүргізілген нормальдің оң бағытына түсірілген 
проекциясы. Ағын С контурының ішінде орналасқан зарядтардың алгебралық 
қосындысы мен 2  санынын көбейтіндісіне тең. 

Зарядттарды анықтауда келесі тұжырымды қолданған қолайлы болады. 
Егер а  -  zw   функциясының полюсі болып және w  функциясы а  

нүктесінің аймағында 

 
 

  ...1ln2... 10 








  azcc
az

qi
az

pi
az

сzw n
n ,           (71) 
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түрінде жіктелсе, онда қатардың 
az

qi

1ln2  мүшесі а  нүктесіндегі  qа 2;  

түрінде белгіленетін q2  шамалы жазық нүктелік зарядын (кеңістікте z  
жазықтығына а  нүктесінде перпендикуляр түзусызықты өткізгіштің бірлік 

ұзындығына келетін q  заряды келеді); az
pi
  мүшесі  ра;  түрінде белгіленетін 

а  нүктесіндегі р  мезетті диполін ( р  - комплекс сан, ал р  векторы диполь 

өсінің бағытын анықтайды); қалған  
 nk

az
с

k
k ,...,2


  мүшелері а  нүктесіндегі 

k2  ретті мультипольдерді анықтайды. 
Сәйкесінше шексіздікте 

  ...ln2... 1
0  

z
cczqipizzсzw n

n , 

жіктелінуі орынды болса, онда zqi ln2  мүшесі шексіздіктегі q2  шамалы 
 q2;  жазық нүктелік зарядын, ал piz  мүшесі р  сәтті  p;  диполін 
анықтайды. 
Мысал 88: Берілген комплекс потенциал бойынша күш және потенциал 
функцияларын, өріс кернеуін, жазық нүктелік зарядын және диполін 
анықтаңыз, және де күш сызықтары мен эквопотенциалдық сызықтарды 
тұрғызыңыз. 

1)   icczw   
Шешімі: czw   потенциалын ivuw   алгебралық түрінде жазып аламыз: 

      yxiyxiyxiczw   , 
  yxyxu  ,  - күш функциясы, 
  yxyxv  ,  - потенциал функциясы. 

Өріс кернеуі  zwiЕ   теңдігімен анықталады. 

    cczzw  , 
  cizwiЕ  . 

czw   функциясы кез келген z  нүктесінде аналитикалық, яғни оның 
полюсі (айрықша нүктесі) жоқ. Олай болса жазықтықта нүктелік заряд, 
нүктелік диполь және нүктелік мультиполь жоқ. 

czw   функциясы z  шексіз аласталған нүктесінің аймағындағы 
жіктелуін жазамыз: 

  ...00...  izicczw . 
Бұдан өрістің z  шексіз аласталған нүктесінде icp   мезетті диполі 

бар екені шығады. 
Күш және эквипотенциялдық сызықтар, сәйкесінше, constu   және 

constv   теңдеулерімен анықталады: 
constyx    - күш сызықтары - түзулер, 
constyx   - эквипотенциялдық сызықтар - түзулер. 
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Күш түзулері мен эквипотенциялдық түзулері, олардың сәйкес 
коэффициенттерінің көбейтінділерінің қосындысы нөлге тең  0   
болғандықтан, өзара перпендикуляр болады (20-сурет). 

 

 
20-сурет 

Жауабы:   yxyxu  ,  - күш функциясы;   yxyxv  ,  - потенциал 
функциясы;  zwi E  - өріс кернеуі;  ic;  - диполь; constyx    - күш 
сызықтары; constyx   - эквипотенциялдық сызықтар. 

 zw  функциясының (71) қатарына жіктелінуі 

  ...0
0

1ln21ln2 



z

qi
z

qizw  

түрінде жазылады. Олай болса  q2;0  - нүктелік заряд.  zw  функциясының 
шексіздікте қатарға жіктелінуі 

  ...0ln2ln21ln2  zqizqi
z

qizw  

түрінде жазылады. Олай болса  q2;   - шексіздіктегі нүктелік заряд. 
Күш сызықтары: 

constzq arg2  - бас нүктеден шығатын сәулелер. 
Эквопотенциал сызықтары: 

q
const

q
const

eze
z

const
z

q 2211ln2   - центрлі бас нүктеде жатқан 

концентрлі шеңберлер (21-сурет). 
 

х 

constu   - күш сызығы 

constv   - эквопотенциал сызығы 

y 
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            21-сурет 

Мысал 89: Күш сызықтары 
 constccxxyyx  222  

теңдеуімен берілген электр статикалық өрісінің сипаттамасын беретін 
комплекстік потенциалды құрыңыз. 
Шешімі: Электр статикалық өрісі комплекс потенциал деп аталатын 

   yxivyxuw ,,   
аналитикалық функциясымен сипатталады. 

Екіншіден күш сызықтары 
   constccyxu ,  

теңдеуімен беріледі. Олай болса, есептің шартында берілген теңдеу негізінде 
  xxyyxyxu  2, 22  

болатынын аламыз, яғни  yxivxxyyxw ,222  . 
Сонымен есеп нақты бөлігі   xxyyxyxu  2, 22  функциясы болатын 

ivuw   аналитикалық функциясының  yxv ,  жорамал бөлігін табу есебіне 
келеді. Мұндай есептің шығарылу жолы 3.1 бөлімінде қарастырылған болатын 
(Мысал 40). 

 yxv ,  функциясын 3.1 бөліміндегі 40-мысалда келтірілген жолмен 
табамыз: 

  cyxyyxyxv  2, 22 . 
Сонымен 

 cyxyyxixxyyxw  22 2222 . 
Егер   ivuzw   функциясын  zwi E  электр статикасы өрісінің 

комплекс потенциалы және бірмезетте  zwV  жылдамдықты сұйық ағыны 
деп қарастырсақ, төмендегі электрогидродинамикалық баламасына келеміз: 

х 

y 

күш сызығы 

эквопотенциал сызығы 
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 Сұйық ағыны Электр статикалық өріс 
u  Потенциал функциясы Күш функциясы 

constu   Эквипотенциал сызықтары Күш сызықтары 
v  Ағын функциясы (көпмәнді 

болуы мүмкін) 
Потенциал функциясы 
(үнемі бірмәнді) 

constv   Ағын сызығы Эквипотенциал сызықтары 
12 vv   Сұйықтың жұмсалынуы Потенциалдар айырмасы 

 du  Г  - циркуляция N  - ағын 

-  Га;  құйыны  qа 2;  нүктелік заряды: 

 44
NГq   

- р  мезетті диполь 
i

р
2

 мезетті диполь 

- Құйындары мен диполдері 
берілген ағын 

Зарядтары, диполдері және 
эквипотенциалдық 
шекаралық сызықтары 
берілген өріс 

 
5.7 Жылу таралуында қолданылуы 

 
Анықтама 32. Дене ішінде жылудың стационар таралуы туралы жазық есеп  
жылу өрісінің комплекстік потенциалы деп аталатын   ivuzw   (u  - жылу) 
аналитикалық функциясымен сипатталады.  zwkgraduk Q                     
( k  - жылуөткізгіштік коэффициенті, тұрақты деп қарастырамыз) жылу 
ағынының векторы деп аталады. 
С  контуры арқылы өтетін жылу ағыны 

 




ССС

n dvkds
n
ukdsQ  

қисық сызықты интегралымен анықталады. 
(n  - оң бағытты С  тұйық контурының сыртқы нормалі). u  бірмәнді функция 
болғандықтан С  тұйық контуры үшін жылу ағыны 

  
С

dzzwik  

санына тең. 
Егер a  нүктесінің аймағында 

   
azk

qazcc
az

сzw






 


  1ln

2
...... 10

1


 

жіктелінуі орынды болса, онда 
azk

q

1ln

2
 мүшесі a нүктесінде q  молшылықты 

 qa;  көзін, ал 
az

с

1  мүшесі a  нүктесіндегі дублетті анықтайды. 

Сұйық ағыны, электр статикалық өріс және жылу таратылуы үшін келесі 
балама орын алады: 
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 Жылу өрісі Сұйық ағыны Электр статикалық 
өріс 

Комплекстік 
потенциал 

  ivuzw     ivuzw     iuvziw   

Өріс 
векторы 

 zwkugradk Q   zwugrad V   zwugrad E  

u  Жылу Потенциал 
функциясы 

Күш функциясы 

constu   Изотермалар Эквипотенциал 
сызықтары 

Күш сызықтары 

v  Ағын функциясы Ағын функциясы  Потенциал 
функциясы 

constv   Ағын сызығы Ағын сызығы Эквипотенциал 
сызықтары 

 qа;  көзі 






 

k
qа;  көзі 








k
qа
2

;  нүктелік 

заряд 
Дублет Диполь Диполь 

 

Көздері, дублеттері 
және изотермалық 
шекаралық 
контурлары берілген 
жылу өрісі 

Құйындары мен 
дипольдері 
берілген ағын 

Зарядтары, 
диполдері және 
эквипотенциалдық 
шекаралық 
сызықтары берілген 
өріс 

 
5.8 Есептер 

 
№1. Келесі шегермелерді есептеңіз: 

1) ...,2,1,
sin

1

0





n

z
zres n

n

z
;   4)  20 cos1

22sin
z

zzres
z 




; 

2)   zz
zeres

z

z sin2cos1
1

0 



;    5)  

  zz
shzchzres

z 20 sincos1
1




; 

3) ...,3,2,
2

0





n

zsh
zres n

n

z
;   6) 

2
1

2

2

0 zchz

zres
z


 . 

 
№2. Келесі функциялардың айрықша нүктелеріндегі шегермелерін табыңыз. 

1)  
zz

tgzzf

4
2 


 ;   2)     312 


zz
ezf

iz

; 
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3)   zezzf
1

3 ;     14)  
23

2

cos

zz

zzf



 ; 

4)     312 


zz
chzzf ;    15)  

iz
ezf

z






; 

5)  
z

ezf
z

2sin
4
1


 ;    16)  
 

0,
1

2




 n
z
zzf n

n

 - бүтін сан; 

6)    13 


zz
ezf

z

;    17)   zctgzf 2 ; 

7)  
   23 21 


zz

ezf
z

;    18)  
z

zzf 1cossin ; 

8)   4

1

1

2

z
ezf

z






;     19)   1 z
z

ezf ; 

9)  
z

zzf 1sin2 ;    20)  
z
zzf




1

1sin
; 

10)   31cos z
z

zf  ;    21)  
z

ezf
z




1

1

; 

11)  
 

2

2

2sin







 


iziz

zzf ;    22)   z
z

ezf
12

 ; 

12)    3
cos1

3 



zz

zzf ;    23)  
z

ezf z 1sin . 

13)   2
2 1

z
z

ezf


 ; 
 
№3. Интегралдарды есептеңіз: 

1) dzztgz
z

1

 ; 

2)     C zz
dzz

21 2 , мұндағы 3/23/23/2 3:  yxC ; 

3)  
 2

3 1z

z

zz
dze

; 
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4) dz
izz

e

iz

z


 



3
23

1
2

; 

5) dz
z

z
z

 2/1

2 1sin ; 

6) dz
zz
z

z



3
2

sin
; 

7) 
 41 3z

ze
dzz

; 

8) 
1

3

2

cossinz zz
dzz

; 

9)  
 4

3
z

iz

z
dze
 ; 

10) 
 1

24 12iz

z

zz
dze

; 

11) dz
z

z

C
  4

2
cos

2 , мұндағы 1
49

:
22

 yxC ; 

12) dz
z
e

C

z

 13

2

, мұндағы 02: 22  xyxC ; 

13)   dz
z

z

C
 

22 1
sin

, мұндағы 1
4

: 2
2

 yxC ; 

14) dz
zz

z

C
 


32

1
2 , мұндағы 16: 22  yxC ; 

15)  
dz

z
zz

C
  51

sin
, мұндағы 1

93
:

22

 yxC ; 

16)  C z
dz

14 , мұндағы xyxC 2: 22  ; 

17) dz
z

z
z

1

3 1sin ; 

18)   dzez
z

z



3/1

1

1 ; 

19) dzze
zz

z








 

3/2
2 cos1sin

2

; 
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№4. Келесі функциялар үшін шексіз алыс нүктенің сипаттамасын анықтаңыз. 

1)   2

23 6
z

zzzzf 
 ;   4)  

z
zf 1cos ; 

2)   4
1

z
zzf 

 ;    5)   2
1
zezf  ; 

3)   2z
ezf

z

 ;     6)   zezzf
1

3 . 
 
№5. Шексіз алыс нүктеге қатысты шегермені қолданып төмендегі 
интегралдарды есептеңіз. 

1) 12
2 1 z

dz

z 


;     4) dz
z
ez

z 13 


; 

2) dz
z

z

z
3

2

1

1



;    5) dz
z

z
z

1sin
1

2


; 

3) dz
z
z

z
1224

2 1
21000







;    6) dz
z

z

z 110

9

3 


. 

 
№6. Келесі дәйексіз интегралдарды есептеңіз. 

1)    


 
222222 bxax

dx
;   7) dx

x
x






0
4

2

1
1 ; 

2)    0,0,2222 






ba
bxax

dx
;  8) dx

x
x






0
6

2

1
1

; 

3)  


 
32 1x

dx
;     9)  







121 nx

dx
; 

4)  


 
22 134xx

xdx
;    10) dx

x
x

n

m




  2

2

1
; 

5) 


  61 x
dx

;     11)  


 
22 22 xx

xdx . 

6)   0,0,42

4








ba
bxa
dxx

; 

 
№7. Келесі интегралдарды есептеңіз. 

1) 0,0,cos

0
22 




amdx
xa

mx
;   2) 



0
421

sin
xx

xdxx
; 
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3)    0,
91

cos
22 







xx
xdx

;    8)   0,
1
sin

0
22

3






a
x
axdxx

; 

4)   0,
1

cos

0
22

2






a
x

xdxx
;    9)  







0
222

22

cos3 mxdx
bx
ax

. 

5) 


  102
cos

2 xx
xdxx

;     10) 


  204
sin

2 xx
xdxx

; 

6)   


0
22 41

cos
xx
xdx

;     11) 


  9
cos

2x
xdx

; 

7) 



0

22 0,cos adx
ax
x

;    12) 



0

4 0,
1
cos adx

x
ax

. 

 
№8. Сұйықтың ағыны комплекстік потенциалмен анықталады. Жылдамдықтар 
потенциалын, ағын функциясын, деңгейлік сызығын, ағын сызығын, V 
жылдамдық векторының шамасы мен бағытын, жылдамдық векторының х0  
және у0  координат өстеріне хV0  және yV0  проекцияларын табыңыз: 

1)   222  zzzf ; 

2)   2

1
z

zf  ; 

3)    1ln  zzf . 
 
№9. Деңгей сызығының теңдеуі constxxyyx  222  және   00 f  шарты 
берілген. Сұйық ағынының комплекстік потенциалын құрыңыз. 
 
№10. Ағын сызығының теңдеуі constxshy cos  және   00 f  шарты берілген. 
Сұйық ағынының комплекстік потенциалын құрыңыз. 
 
№11. Сұйық ағынының комплекстік потенциалы    22ln5 azizf   берілген. 

aaz   шеңбері бойынша циркуляциясын табыңыз. 
 
 
 
 
 

6 ОПЕРАЦИЯЛЫҚ ЕСЕПТЕУЛЕР ЭЛЕМЕНТТЕРІ 
6.1 Лаплас түрлендіруі. Түпнұсқалар мен олардың кескіндері 
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Операциялық есептеулер инженерлік жүйелерде қолданбалы есептерді 
шешуде, атап айтсақ, автоматтандыру жүйесі мен телемеханикада маңызды рөл 
атқарады. 

Операциялық есептеу – математикалық талдаудың дифференциалдық және 
интегралдық операторларды зерттеуді және осы операторларға қатысты 
теңдеулерді шешуді қарапайым алгебралық есептерді қарастыруға келтіретін 
әдістерінің бірі. 

Операциялық есептеулердің әдістері есепті шешудің келесі шартты 
схемасын іске асыруды болжайды: 
1. ізделінді функциялардан басқа фунцияларға - олардың бейнелеріне 

(кескіндеріне) көшу; 
2. функцияларға қолданылатын амалдарды бейнелерге жүргізу; 
3. бейнелерге қолданған амалдар нәтижесін ала отырып, функциялардың 

өздеріне (түпнұсқаларға) қайтып оралу. 
Функциялардан олардың кескіндеріне көшу үшін Лаплас түрлендіруі деп 

аталатын түрлендіруді қолданамыз. 
 
Операциялық есептеулердің негізгі алғашқы ұғымдары түпнұсқа-

функциялары мен кескін–функциялары болып табылады. 
 tf  нақты t айнымалысынан тәуелді нақты мәнді функциясы (нақты 

функция) болсын (t уақыт немесе координата). 
Анықтама 33. Егер  tf  функциясы: 
1. 0t  үшін   0tf  болады; 
2.  ;t  аралығында  tf  бөлік-үзіліссіз, яғни функция үзіліссіз немесе тек І 

текті үзіліс нүктелеріне ие бола алады, әрі t өсінің әрбір шектелген 
аралықтарында бұндай нүктелер саны шектеулі болады; 

3. кез келген t үшін   tseMtf 0  шартын қанағаттандыратын 0M  және 
00 s  сандары табылады, яғни t өскенде  tf  функциясының өсу 

жылдамдығы қандайда бір көрсеткіштік функцияның өсу жылдамдығынан 
артпайды ( 0s  саны  tf  функциясының өсу көрсеткіші деп аталады) 

деген шарттарды қанағаттандыратын болса, онда ол түпнұсқа деп аталады. 
1-3 шарттары әртүрлі физикалық үрдістерді сипаттайтын көптеген 

функциялар үшін орындалады. 
Бірінші шарт үрдістің белгілі бір уақыт сәтінде басталатынын білдіреді; 

әдетте 0t  сәтінде деп есептеу қолайлы. Мысалы үшін, үшінші шартты 
шектелген және (олар үшін 00 s  деп алуға болады) 0, nt n  дәрежелік 
функциялар қанағаттандырады. Бұл шартты қанағаттандырмайтын функция 
ретінде   2tetf   функциясын келтіруге болады. 
Ескерту:  tf  функциясы нақты айнымалы комплекс мәнді функция да болуы, 
яғни      tiftftf 21   түрінде жазылуы мүмкін. Егер    tftf 21 ,  нақты 
функциялары түпнұсқалар болса, онда  tf  функциясы түпнұсқа деп саналады. 
Анықтама 34.  tf  түпнұсқасының кескіні деп 
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    dtetfpF pt



0

                  (72) 

интегралдық түрінде анықталған isp   комплекс айнымалысынан тәуелді 
 pF  функциясын айтамыз. 

 tf  түпнұсқасынан  pF  кескініне өту амалы, яғни (72) теңдігінің оң 
жағындағы интеграл  tf  функциясының Лаплас түрлендіруі деп аталады.  tf  
түпнұсқасы мен  pF  кескінінің арасындағы сәйкестік    pFxf   немесе 
   xfpF   түрінде жазылады (түпнұсқаларды кіші, ал кескіндерді бас 

әріптермен белгілеу келісілген). 
Теорема 13 (кескіннің болуы). Егер 0s  саны  tf  түпнұсқасының өсу 
көрсеткіші болса, онда 0Re ssp   жарты жазықтығында оның  pF  кескіні бар 
болады және ол осы жарты жазықтықта аналитикалық функция болады. 
Дәлелдеу: Теореманың бірінші бөлігін дәлелдейік. isp   нүктесі 0Re ssp   
жарты жазықтығының ерікті нүктесі болсын (22-сурет).   tseMtf 0 , 00  ss  

және ststtistpt etiteeee    sincos  екенін ескерсек, 

     

000000

000

ss
MdteMdteeMdteeMdtetfdtetf tsspttspttsptpt


 















 

болатынын, яғни 

   
00 ss

MdtetfpF pt


 



                  (73) 

теңсіздігін аламыз. 
Бұдан (72) интегралының жинақтылығы, яғни 0Re ssp   жарты 

жазықтығында  pF  кескінінің бар болатындығы шығады. 
Теореманың екінші жартысын, яғни  pF  кескінінің 0Re ssp   жарты 

жазықтығында аналитикалық функция болатынын дәлелдеу үшін, оның осы 
жарты жазықтықтың кез келген нүктесінде дифференциалданатынын көрсету 

жеткілікті. Анықтама 34 бойынша     dtetfpF pt



0

. Бұл теңдікті р айнымалысы 

бойынша дифференциалдасақ (теңдіктің оң жағының туындысы - интегралдың 
р параметрі бойынша туындысы болады) 

    dtettfpF pt



0

 

теңдігін аламыз. 0Re ssp   жарты жазықтығында орынды 

     

 20000

0

ss
MtdteMdttetfdttetf tssptpt


 








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теңсіздігінен   dtetft pt



0

 интегралының р параметрі бойынша осы жарты 

жазықтықта бірқалыпты жинақты болатыны, яғни  pF  туындысының бар 
болатыны шығады. Олай болса  pF  кескіні 0Re ssp   жарты жазықтығында 
аналитикалық функция болады. 
Салдар (кескіннің болуы қажетті шарты). Егер  pF  функциясы  tf  
түпнұсқасының кескіні болса, онда 

  0lim 


pF
p

. 

Бұл тұжырымның дұрыстығы, (73) теңсіздігінен  spRe  жағдайында 
шығады. 
Мысалы,     2,5 ppFpF   функциялары үшін аталған қажетті шарт 
орындалмайды, сондықтан, жоғарыдағы салдар бойынша бұл функциялар 
ешбір түпнұсқа үшін кескін бола алмайды. 

 pF  функциясының 0Re ssp   аналитикалық болуынан оның барлық 
айрықша нүктелерінің 0Re ssp   түзуінің бойында немесе оның сол жағында 
жататындығы шығады. Бұл шартты қанағаттандырмайтын  pF  функциясы  
кескін бола алмайды. 

Мысалы,   ptgpF   функциясы кескін бола алмайды, себебі, оның 
айрықша нүктелері барлық s  өсінде орналасқан. 
Теорема 14 (түпнұсқаның жалғыз болуы). Егер  pF  функциясы  tf1  және  tf2  
түпнұсқаларының кескіні болса, онда бұл түпнұсқалар екеуі де үздіксіз болатын 
нүктелерде бір біріне тең болады (Дәлелдеусіз қабылдайық). 
Мысал 90: Хевисайд 

 








0tегер,0
,0tегер,1

t 1  

бірлік функциясының кескінін табыңыз (23-сурет). 
 
                                                                        t 1  
 
                     0Re sp   
 
 
 
                                                                          1 
 
 

      0s                        s                                 0                             t  
  22-сурет     23-сурет 
Шешімі: Хевисайд функциясы үшін   tеt  011 1  теңсіздігі орынды 
болғандықтан 0,1 0  sM  деп алуға болады. 
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0Re  ps  болғанда (72) формуласы бойынша 

 
p

e
p

dtedtepF
b

pt

b

b
pt

b

pt 11limlim1
0

00









 










  

екенін, яғни  
p

pF 1
  болатынын аламыз. Бұл теңдік, белгілеуіміз бойынша  

 
p

t 1
 1  немесе 

p
11  түрінде жазалады. 

Ескерту: Кейіннен түпнұсқа - функциясын, 

   








0tегер,0
,0tегер,tf

tf  

екенін ескере отырып, қысқаша  tf  түрінде жазамыз. 
Мысал 91:   ttf   функциясының кескінін табыңыз. 
Шешімі: 

  22
00

11lim1lim
00 p

e
p

e
p
t

e
p

vdtedv

dtdutu
dttedtetpF

bb
ptpt

b
ptpt

b
pt

b

pt 


























 











 . 

Бұл теңдіктен 

0lim11lim
22




 







sb

b

pb

b
be

s
be

p 
 

болғандықтан 

  2

1
p

pF  , яғни 2
1
p

t                   (74) 

екенін аламыз. 
Мысал 92:   atetf   функциясының кескінін табыңыз, мұндағы a  кез келген 
сан. 
Шешімі: Берілген функция - түпнұсқа. Егер   0Re ap  болса, онда (72) 
формуласы бойынша 

     
 

apap
e

ap
e

ap
dtedteepF

bap

b

tap

b

b
tap

b

ptat
b




































11lim1limlim

0
00

. 

Сонымен  

 ap
ap

eat ReRe1



 .                 (75) 

Ескерту:  
ap

pF



1

 функциясы, (72) интегралы жинақты болатын ap ReRe   

жарты жазықтығында ғана емес, р комплекс жазықтығының ap   нүктесінен 
басқа барлық нүктелерінде аналитикалық болады. Бұндай ерекшелік басқа да 
көптеген кескіндерде де байқалады. Біз үшін, осыдан осылай, кескіннің (72) 
түріндегі интегралдық өрнектелуі орынды болатын облыстан гөрі кескіннің өзі 
маңызды болады. 
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6.2 Лаплас түрлендірулерінің қасиеттері 
 
Кескінді оның анықтамасын ғана қолданып табу үнемі оңай және қолайлы 

бола бермейді. Лаплас түрлендірулерінің қасиеттері көптеген функциялар үшін 
олардың кескіндерін, сондай-ақ олардың кескіндері бойынша түпнұсқаларын 
табу есептерін әлдеқайда жеңілдетеді. 

 
Сызықтылық 
Егер        pFtfpFtf 2211 ,   және 21, cc  тұрақты сандар болса, онда 
       pFcpFctfctfc 22112211   болады, яғни түпнұсқаның сызықтық 

комбинациясына кескіннің тура сондай сызықтық комбинациясы сәйкес келеді. 
Интегралдың қасиетін қолдансақ 

            pFcpFcdtetfcdtetfcdtetfctfc ptptpt
2211

0
22

0
1122

0
11  









. 

Мысал 93: tt  cos,sin  (  - кез келген сан),   tshtchconstc  ,,  
функцияларының кескіндерін табыңыз. 
Шешімі: сызықтылық қасиетін және (75) формуласын қолданып 

22

11
2
1

2
sin

ωp
ω

ωipωipii
eetω

tω-itωi


















  

екенін, яғни 

22sin
ωp

ωtω


                   (76) 

болатынын аламыз. Сол сияқты 

22cos
ωp

ptω


                   (77) 

формуласын аламыз. 

p
11  болғандықтан (91-мысалға қараңыз) p

ccc 11  , яғни 

p
cc   

болады. ap
eat




1
 болғандықтан (92-мысалға қараңыз) 

22
1

2
11

2
1

2
1

2
1

2 ωp
p

ωpωp
eeeetωch tω-tω

tω-tω











 , 

яғни 

22 ωp
ptωch


 .                  (78) 

болады. Сәйкесінше 
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22 ωp
tωsh





                  (79) 

формуласын аламыз. 
 

Ұқсастық 
Егер    pFtf   және 0  болса, онда   










pFtf 1 , яғни түпнұсқаның 

аргументін   оң санына көбейту кескін мен оның аргументін осы санға бөлуге  
келтіреді. 
(72) формуласы бойынша 

          





 























 pFdefdeftdtetftf

pp
pt 111

000

. 

Мысалы үшін, 1
cos 2 


p

pt . Онда .
1

1cos 222 



















p

p
p

p

t  

 
Жылжыту 
Егер    pFtf   және consta   болса, онда    apFtfeat  , яғни 

түпнұсқаның ate  функциясына көбейтілуі p  айнымалысының жылжуына 
әкеледі. 
(72) формуласы бойынша 

            .Re, 0
00

sapapFdtetfdtetfetfe tapptatat  





  

Осы қасиетке сүйеніп түпнұсқалар мен кескіндердің сәйкестілігін 
көрсететін кестені кеңейтіп жазуға болады: 

 
;

ωp
ωωtsin 22 


a

eat
 

 
;

ωp
-pωtcos 22 


a

aeat
 

 
;

ωp
ωωtsh

22 


a
eat

 

 
.

ωp
-pωt 22 


a

acheat
 

Мысал 94:  
116

52
2 




pp
ppF  кескіні берілген, оның түпнұсқасын табыңыз. 
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Шешімі: Түпнұсқаны берілген бөлшекті жылжыту қасиетін қолдана алатындай 
түрге келтіріп алып (78), (79) формулалары мен сызықтылық қасиетін 
пайдалана отырып табамыз: 

   
         

 .2sin
2

12cos2

23

2
2

1

23

132
23
132

116
52

33

222222

tftete

pp

p
p

p
pp

ppF

tt 



















 

 
Кешігу 
Егер     0,  pFtf  болса, онда    pFetf p  , яғни түпнұсқаның   оң 

шамасына кешігуі түпнұсқаның кешігусіз кескінінің pe  шамасына 
көбейтілуіне әкеледі. 

1tt   деп алсақ, онда 

             .
0

1
0

111
0

11 pFedtetfedteetfdtetfdtetftf pptpptptppt 



 













    

«Кешігу» ұғымын түсіндіріп кетейік.  tf  функциясының графигін  tf  
функциясының графигін   бірлігіне оңға жылжыту арқылы алуға болады       
(24-сурет). Сондықтан,  tf  және  tf  функциялары бір үрдісті сипаттайды, 
бірақ  tf  функциясы сипаттайтын үрдіс   уақытына кешігіп басталады. 

Кешігу қасиетін әртүрлі аралықтарда әртүрлі аналитикалық өрнекпен 
берілген, яғни иппульстік үрдісті сипаттайтын функциялардың кескіндерін 
табуда қолдану қолайлы. 

 












tегер,0

,tегер,1
t 1  

функциясы жалпыланған бірлік (Хевисайд) функция деп аталады (25-сурет).     
90-мысалда 

 
p

t 1
 1  

болатыны көрсетілген, онда 

   pe
p

t 
1

 1 . 

Кешігулі 

   











tегер,0
,tегер,tf

tg  

функциясын 
       ttftg  1  

түрінде жазуға болады. 
 
 
   f(t)  tf

 tf

 t 1
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24-сурет       25-сурет 

 
Мысал 95:   1 ttf  функциясының кескінін табыңыз. 
Шешімі:  tf  функциясы түпнұсқа бола алу үшін ол 1) - 3) шарттарын 
қанағаттандыруы керек. Бұл мағынада берілген есепті екі ұшты түсінуге 
болады. 

Егер  tf  функциясын 

 








,0tегер,0
,0tегер,1t

tf  

яғни      tttf  1 1  түріндегі (26 а-сурет) функция деп қабылдасақ, онда 

2

1
p

t  , p
1

1  сәйкестіктері ((74) формуласын қара) және сызықтылық 

қасиетінен 

       pF
pp

tttf 
111 2 1  

болатыны шығады. 
Ал, егер  tf  функциясын 

 








,1tегер,0
,1tегер,1t

tf  

яғни      11  tttf  1  түріндегі (26 б-сурет) функция деп қабылдасақ, онда 
кешігу қасиетінен 

       pFe
p

tttf p  
2

111  1  

болатынын аламыз. 
Мысал 96: Берілген 

 














3егер0
,30егер,1

,0егер,0

t
t

t
tf  

функциясының кескінін табыңыз. 

t      O   O     t  t 
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Шешімі:  t 1  бірлік және  3t 1  жалпы бірлік функциялары арқылы 
     3 tttf  1 1  айырмасы түрінде қарастыруға болады (27-сурет). Олай болса 

       pFe
pp

tttf p  3113 1 1 . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  а    б 

 
26-сурет       27-сурет 

Мысалы 97: Берілген 

 













42егер4
,20егер,

,4,0егер,0

tt
tt

tt
tf  

функциясының кескінін табыңыз. 
Шешімі: Түпнұсқа-функциясының графигін көрсетейік (28-сурет). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

28-сурет 
 

Хевисайд  t 1  және  t 1  функцияларын қолдана отырып оны бір ғана 
аналитикалық өрнек түрінде жазайық: 

             .44242  tttttttttf  1 1 1 1  
Жақшаларды ашып, ұқсас мүшелерін жинақтайық: 

 tf

  2 

       2 

    4 
 t 

 

t 

  f(t)  tf

  0 

  0   0  t    3  t 

       1  -1 

1 

 tf

    1 

  0 



109 
 

 

           .44222  tttttttf  1 1 1  
Сызықтылық қасиетін пайдаланып  tf  функциясының кескінін табамыз: 

   pFe
p

e
pp

tf pp    4
2

2
22

1121
. 

Ескерту: 
1. Периоды Т болатын периодты түпнұсқаның кескіні деп 

    dtetf
e

pF pt
T

Tp


 


01
1

  

функциясын айтамыз. 
2. Лаплас түрлендіруінің 

       







  




0

dtetfpFetf ptp   

түріндегі қасиеті озықтық қасиеті деп аталады. Бұл қасиет сирек 
қолданылады. 
 

6.3 Түпнұсқалар мен кескіндердің дифференциалдануы 
6.3.1 Түпнұсқалардың дифференциалдануы 

 
Егер    pFtf   және        tftftf n,...,,   функциялары түпнұсқалар болса, 
онда 

)f(F(p)p(t)f 0 ,                 (80) 
)(f)f(pF(p)p(t)f 002  ,               (81) 

)(f)(fp)f(pF(p)p(t)f 00023  ,             (82) 
........................................................................., 

    )(f)f(pF(p)p(t)f nnnn 0...0 11   .             (83) 
Кескіннің анықтамасы бойынша 

   
   

       .0
,

,

00
0

ppFfdtetfpetf
tfvdttfdv

dtpedueu
dtetftf ptpt

ptpt
pt 












 



 

 

Демек,      .0fppFtf   Алынған нәтижені қолданып  tf   екінші ретті 
туындысының кескінін табамыз: 

                 .0000 2 ffppFpffpFpptftf   
Осылайша  tf   үшінші ретті туындысының кескінін табамыз: 

                  .000000 232 ffpfppFpfffppFpptf   
(80) формуласын  1n  рет қолдансақ (83) формуласын аламыз. 
Ескерту: (80)-(83) формулалары нөлдік бастапқы шартарында қарапайым түрде 
беріледі: егер   00 f  болса, онда    pFptf  ; егер     000  ff  болса, 
онда    pFptf  2 , соңында, егер         00...00 1  nfff  болса, онда 
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     pFptf nn  , яғни түпнұсқаның дифференциалдануына оның кескінін р 
айнымалысына көбейту сәйкес қойылады. 

Қарастырылған түпнұсқаның дифференциалдану қасиеті сызықтылық 
қасиетімен бірге сызықтық дифференциалдық теңдеулерді шешуде кеңінен 
қолданылады. 
Мысалы 98: Егер       20,00,30  xxx  болса, онда 

        2232  txtxtxtx  
өрнегінің кескіні қандай болады? 
Шешімі:     XpXtx   болсын. Онда (80)-(82) формулаларына сәйкес 

  3 Xptx , 
  032  pXptx , 
  20323  ppXptx , 

p
222   1 . 

Бұдан, сызықтылық қасиеті негізінде, 

           
p

XXppXppXptxtxtxtx 223332232232 223   

сәйкестігін аламыз. 
 

6.3.2 Кескіндердің дифференциалдануы 
 
Егер    pFtf   болса, онда 

f(t)t(p)F  , 
  f(t)t(p)F  221 , 

...................................., 
    f(t)t(p)F nnn  1 , 

....................................., 
яғни кескіннің дифференциалдануына оның түпнұсқасының  t  айнымалысына 
көбейтілуі сәйкес келеді. 
Кескіннің бар болуы туралы теорема 13 бойынша  pF  функциясы 0Re ssp   
жартылай жазықтығында аналитикалық функция болады. Олай болса, оның кез 
келген ретті туындысының бар болады. (72) интегралын р параметрі бойынша 
дифференциалдай отырып (бұл амалдың заңдылығын негіздеуді оқырманның 
өзіне тапсырамыз). 

             tftdtetftdtettfdtetfdtetf(p)F ptpt
p

pt

p

pt 







 













000

'
'

0

, 

яғни  tft(p)F   сәйкестігін аламыз. Демек 

      tfttftt(p)F(p)F  2 , 
    tfttftt(p)F  32  
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және 
    f(t)t(p)F nnn  1 . 

Мысал 99:   ttettetchttshtttttteNnt atatnatn  cos,sin,,,cos,sin,,   
функцияларының кескіндерін табыңыз. 

Шешімі: 
p
1

 1  болғандықтан, кескіннің дифференциалдану қасиеті бойынша 

2

1
p

t   1 , 

яғни 

2

1
p

t  . 

Бұдан 3

'

2
2 21

pp
t

p









  , яғни 3

2 !2
p

t  . Дифференциалдау үрдісін жалғастыра 

отырып 

 ,...2,1,0!
1   n

p
nt n

n   

сәйкестігін аламыз. 
Жылжыту қасиетін есепке алсақ 

  1

!


 n
nat

ap
nte  . 

(76) формуласына сүйенсек 22sin
ωp

ωtω


 . Бұдан 

tωt
ωp

ω

p

sin
'

22 









, 

яғни   tωt
ωp

ωp sin2
222




  немесе 

 222

2sin
ωp

ωptωt


                  (84) 

Сейкесінше, (77), (78), (79) формулаларына кескінді дифференциалдау ережесін 
қолдансақ 

 222

22

cos
ωp
ωptωt




 ,                 (85) 

 222

2
ωp

ωptωtsh


 , 

 222

22

ωp
ωptωtch




  

сәйкестіктерін аламыз. 
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Жылжыту қасиетін есепке ала отырып, (84), (85) формулаларының көмегімен 
 

  222

2sin
ωap

apωtωteat




 , 

 
  222

22

cos
ωap

ωaptωteat




  

сәйкестіктеріне келеміз. 
 

6.4 Түпнұсқалар мен кескіндердің интегралдануы 
6.4.1 Түпнұсқалардың интегралдануы 

 

Егер    pFtf   болса, онда 
 
p
pFf 

t

0

d)(  ,  яғни түпнұсқаны 0-ден t-ға 

дейін интегралдау оның кескінін р-ға бөлуге сәйкес келеді. 

   
t

0

d)(  ft  функциясы түпнұсқа болып табылады (тексеріп көрсетуге 

болады).    pФt   болсын. Онда түпнұсқаның дифференциалдануының 
қасиеті бойынша 

         pФppФpt  000  , 
Бұл сәйкестіктен 

   tfft
t









 

't

0

d)(   

теңдігін ескерсек,    pФptf   сәйкестігі шығады. Берілгені бойынша 
   pFtf  , олай болса 

   PФppF  . 

Бұдан    
p
pFPФ  , яғни 

 
p
pFf 

t

0

d)(   сәйкестігін аламыз. 

 
6.4.2 Кескіндердің интегралдануы 

 

Егер    pFtf   және 



p

d)( F  интегралы жинақты болса, онда 

 
t
tfF 



p

d)(  , 

яғни кескінді р-дан ∞-ке дейін интегралдау оның түпнұсқасын t-ға бөлуге 
сәйкес келеді. 
(72) формуласын қолданып және интегралдау ретін өзгертіп (бұл амалдың 
заңдылығын негіздемей) 
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t
tfdte

t
tfdttfe

t
dttfedetfF ptptptpt

p

)()()(1)(dtdt)(d)(
000 pp 0p



























 




 


 




  


  

сәйкестігін аламыз. 

Мысал 100: t
tsin

 функциясы мен d
t

t


0

sin
 интегралдық синусының кескіндерін 

табыңыз. 

Шешімі: 1
1sin 2 


p

t  болғандықтан, parctgd
pt

t

p




 


21
1sin

2

 , яғни 

arcctgpparctg
t

t


2
sin 

. Түпнұсқаның интегралдау қасиетін қолдансақ 

p
parctg

p
d

t

t

 2
sin

0





 

сәйкестігін аламыз. 
 

6.5 Түпнұсқалар мен кескіндердің көбейтіндісі 
6.5.1 Кескіндердің көбейтіндісі 

 
Егер    pFtf 11   және    pFtf 22   болса, онда 

         dtffpFpF
t

 
0

2121                 (86) 

болады. 

     dtff
t

 
0

21  функциясы түпнұсқа болатынын көрсетуге болады. (72) 

Лаплас түрлендіруін қолдана отырып 

             





 









0 0
21

0 0
21

0
21  dtffdtedtedtffdtff

t
ptpt

tt

 

жазылуын аламыз. D интегралдау облысы tt  0,0  шарттарымен 
анықталады (29-сурет). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

29-сурет 



 t 

t

D
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Интегралдау ретін өзгертіп және 1tt   ауыстыруын жасасақ 

               pFpFdtetfdefdttfedfdtff ptppt
t

2
0

11
0

121
0

21
0

21
1    

 


 
  



 

сәйкестігін аламыз. 
(86) формуласының оң жағындағы интеграл    tftf 21 ,  функцияларының орамы 
деп аталып    tftf 21   нышанымен белгіленеді, яғни 

         dtfftftf
t

  2
0

121 . 

Бұнда ut   деп алып ораманың көбейткіштердің орнын ауыстыру заңына 
бағынатынын, яғни        tftftftf 1221   теңдігінің орынды болатынына көз 
жеткізуге болады. 

Сонымен, кескіндердің көбейтіндісіне сәйкес түпнұсқа көбейткіштердің 
түпнұсқаларының орамасына тең, яғни 

       tftfpFpF 2121  . 

Мысал 101:    222

1



p

pF  және    222 


p
ppF  функцияларының түпнұсқасын 

табыңыз. 

Шешімі:   2222
11
 





pp

pF  және t
p




sin11
22 


 болғандықтан 

        
tt

dttdtpF
0

2
0

cos2cos
2

1sin1sin1 






  

          





 










 ttttt t

t







cossin1
2

1cos2sin
2
1

2
1

20
0

2  

         ,cossin
2

1
3 ttt 


  

яғни 

   ttt
p




cossin
2

11
3222




. 

Осылайша 

  tt
p

p



sin

2
1

222



 

болатынын көреміз. 
Салдар. Егер    pFpFff 2121   және  tf '

1  түпнұсқа болса, онда  

           .00 212
0

'
121 ffdtffpFpFp

t

                (87) 

Дәлелдеуі:    pFpFp 21   көбейтіндісін 
               pFfpFfpFpFppFpFp 21212121 00   
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немесе 
              pFfpFfpFppFpFp 2121121 00  . 

түрінде жазамыз. 
Оң жағындағы бірінші қосылғыш  tf '

1        011
'

1 fpFptf   және  tf 2  
түпнұсқаларына сәйкес кескіндердің көбейтіндісі. Сондықтан кескіннің 
көбейтіндісінің қасиеті мен сызықтылықтың негізінде 

           tfftffpFpFp 212
'

121 0    
немесе 

           tffdtffpFpFp
t

21
0

2
'

121 0     

сәйкестігін аламыз. 
(87) формуласы Дюамель формуласы деп аталады. 

Ораманың ауыстырымдылығының қасиеті негізінде Дюамель формуласын 
келесі түрде бере аламыз 

           012
0

'
1221 ftfdtffpFpFp

t

    

Дюамель формуласын белгілі кескіндер бойынша түпнұсқаларды 
анықтауға қолдануға болады. 

Мысал 102:  
 22

2

1
2



p

ppF  кескінінің түпнұсқасын табыңыз. 

Шешімі: 

  11
12

1
2

2222

2







 p
p

p
p

p
p

 және t
p

pt
p

cos
1

,sin
1

1
22 





 

болғандықтан (87) Дюамель формуласы бойынша 

    





  tdττtτ
p

p
p

p
t

cos0sincossin2
11

12
0

22  

         tttdττtτ
t

sincos0coscos2
0

  . 

 
6.5.2 Түпнұсқалардың көбейтіндісі 

 
Егер    pFtf 11   және    pFtf 22   болса, онда 

       dzzpFzF
i

tftf
i

i

 



2121 2

1 

 , 

мұндағы интегралдау жолы - 0Re sp   (30-сурет) вертикаль түзуі (дәлелдеусіз 
қабылдаймыз). 
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                              
                         i  
 
 
 
                  
                                    
 
 
      0s        i      s 
 

30-сурет 
 

6.6 Лапластың кері түрлендіруі. Жіктелу теоремасы 
 
Берілген  pF  кескіні бойынша оған сәйкес  tf  түпнұсқасын табуға 

мүмкіндік беретін жіктелу теоремалары деп аталатын екі теореманы 
қарастырамыз. 
Теорема 15. Егер  pF  функциясы p  нүктесінің аймағында 

  ...3
2

21
10

0
1 




 p

c
p
c

p
c

p
cpF

n
n
n  

түріндегі Лоран қатары ретінде жазылса, онда 

   0...
!2!1!

2
21

0
0






ttctcc
n
tctf

n

n
n  

функциясы  pF  кескінінің түпнұсқасы болып табылады, яғни 

   tf
n
tc

p
cpF

n

n

n
n

n
n  










00
1 ! . 

Бұл теореманы дәлелдеусіз қабылдаймыз. 

Мысал 103:  
pp

pF 1sin1
  және  

12 


p
ppF  кескіндері берілген. Сәйкес 

түпнұсқаларды табыңыз. 

Шешімі:  
pp

pF 1sin1
  Лоран қатарына 

  ...1
!5

11
!3

11...1
!5

11
!3

1111sin1
64253 










ppppppppp
pF  

түрінде жіктеледі. Бұдан, Теорема 15 негізінде, түпнұсқа 

  0...,
!5
5

!5
1

!3!3
1 33

 tttttf  

функциясы болатынын аламыз. 
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 
12 


p

ppF  функциясының p  нүктесінің аймағында Лоран қатарына 

жіктелуін жазайық: 

  ...111...1111
11

11
11 5342

22
22

2 



































pppppp

p
p

p
pp

p
p

ppF , 

мұндағы 11
2 

p
, яғни 1p . Бұдан, теорема 15 бойынша түпнұсқа 

   0...
!4!2

1
42

 tсosttttf  

функциясы болатынын аламыз. 

Теорема 16. Егер    
 pB
pApF   - бөлшегі  pB  бөлімі тек nppp ...,,, 21  жай 

түбірлерге (нөлдері) ие болатын дұрыс рационал бөлшек болса, онда 

   
 

tp
n

n k

nk ke
pB

pA
tf 

 


1
                 (88) 

функциясы  pF  кескінінің түпнұсқасы болып табылады. 
Дәлелдеуі:  

 
 pB
pA

 дұрыс рационал бөлшегін қарапайым бөлшектерге жіктейік 

   
  n

n

pp
c

pp
c

pp
c

pB
pApF








 ...

2

2

1

1 ,              (89) 

мұндағы  nkck ,...,2,1  - анықталмаған коэффиценттер. Бұл жіктелудегі 1c  
коэффициентін анықтау үшін осы теңдіктің екі жағын мүшелеп 1pp   
шамасына көбейту керек: 

 
      

















n

n

pp
c

pp
c

pp
cppcpp

pB
pA ...

3

3

2

2
111 . 

Бұл теңдікте   01 pB  екенін ескере отырып 1pp   жағдайында шекке көшсек 
 
     

   
 
 1

1

1

1
11

11

lim
0
0lim

pB
pA

pp
pBpB

pApp
pB
pAc

pppp 











  

теңдігін аламыз. 

Демек, 
 
 1

1
1 pB

pAc


 . Осы жолмен (89) теңдігінің екі жағын ipp   айырмасына 

көбейтіп 
 
  ni
pB
pAc

i

i
i ,...,2, 


  теңдігін аламыз. 
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Табылған ncccc ,...,,, 321  мәндерін (89) теңдігіне қойып  pF  кескінінің 

   
 

 
 

 
 

 
  nn

n

pppB
pA

pppB
pA

pppB
pA

pB
pApF










1...11

22

2

11

1  

жазылуын аламыз. 
(75) формуласы бойынша 

tp

n

tptp ne
pp

e
pp

e
pp










1...,,1,1
21

21
, 

онда сызықтылық қасиеті бойынша 

   
 

 
 

 
   










n

k

tp

k

k
n

k kk

k tfe
pB
pA

pppB
pA

pB
pApF k

11

1
 

сәйкестігі шығады. 
Ескерту:  nkck ,...,2,1  коэффициенттері  pF  комплекс функциясының 
қарапайым полюстердегі шегермелері ретінде анықталатыны, яғни 

 
 

 
  











 k

k

k
k p

pB
pA

pB
pAc ;sRe  

түрінде оңай есептелетінін байқауға болады. 

Егер    
 pB
pApF   дұрыс бөлшек, бірақ  pB  бөлімінің nppp ...,,, 21  

түбірлері (нөлдері) сәйкесінше nmmm ...,,, 21  еселі болса, онда  pF  кескінінің 
түпнұсқасы 

   
 
   






 












n

k

m
k

pt
m

m

pp
k

k

k

k

k

ppe
pB
pA

dp
d

m
tf

1
1

1

lim
!1

1
             (90) 

түрінде анықталады. 
16-теореманы басқаша тұжырымдауға болады. 

Теорема 17. Егер    
 pB
pApF   кескіні p  айнымалысының бөлшек-рационал 

функциясы және nppp ...,,, 21  - осы функцияның жай немесе жоғарғы ретті 
полюстері болса, онда  pF  кескініне сәйкес  tf  түпнұсқасы 

   
      tfepFs
pB
pApF

n

k

tp
k

k  
1

Re               (91) 

формуласымен анықталады. 
 

6.7 Риман-Меллин формуласы 
 
Кескіні бойынша түпнұсқаны анықтау әдісін Лапластың (Риман-Меллиннің 
айналдыру формуласы) 

   





i

i

pt dtepF
i

tf


2
1                  (92) 
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түріндегі кері түрлендіруі береді, мұндағы интеграл кез келген 0Re Sp   
түзуі бойымен алынады. 

Белгілі шарттар орынды болганда 

      







n

k
k

pt
i

i

pt pepFsdtepF
i

tf
1

;Re
2
1 

  

формуласымен есептеледі. 
Ескерту: Әдетте іс жүзінде түпнұсқа-функциясын анықтау келесі жоспар 
бойынша жүргізіледі: ең алдымен берілген  pF  кескінінің сәйкес түпнұсқасын 
түпнұсқалар мен кескіндер кестесі бойынша табуға әрекет жасау;  pF  
функциясысын қарапайым рационал бөлшектердің қосындысы түрінде 
өрнектеп алып, сонан соң, сызықтылық қасиетін қолдана отырып түпнұсқасын 
табу; жіктелу теоремасын, көбейту қасиетін, айналдыру формуласын және тағы 
басқаларын қолдану. 

Мысал 104: Түпнұсқаны оның  
4
3

2 



p
ppF  кескіні бойынша табыңыз. 

Шешімі: Қарапайым жолы: 

   tftt
pp

p
pp

p
p
ppF 
















 2sin
2
32cos

2
2

2
3

24
3

44
3

2222222  

(сызықтылық қасиеті мен (76) және (77) формулаларын қолдандық). 
Егер де 16 жіктелу теоремасын қолдансақ, онда 

      ppBppBppA 2,4,3 2   және бөлімінің түбірлері 
ipip 2,2 21   болады да (88) формуласы бойынша 

        

    

 
2

2sin32cos2sin62cos4
4
1

2sin2cos2sin2cos32sin2cos2sin2cos2
4
1

32
4
1

22
32

22
32 222222

tttiti
i

tttittttiti
i

eeeei
i

e
i

ie
i

itf itititititit













 

 

теңдігін аламыз. 

Мысал 105: Түпнұсқаны оның    1
1

3 


pp
pF  кескіні бойынша табыңыз. 

Шешімі: Мұнда         233 34,3,3 pppBpppBppA  , 11 p -
бөлімінің қарапайым түбірі, ал 02 p -үш еселі ( 3m ) түбірі. (88) және (90) 
формуласы бойынша: 

     

   
 

,1
21

2121lim
2
1

1
lim

2
10

1
1lim

!2
1

34
1

2

3

22

0

''

0

''
3

30

1







































ttee
p

ptpte

p
eepe

pp
etf

tpt

p

t

pp

pt

p

t

pp

pt

p

t
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яғни   1
2

2

 ttetf t
 екенін аламыз. 

 tf  түпнұсқасын табудың екінші әдісін келтірейік.  1
1

3 pp  бөлшегін 

қарапайым бөлшектердің қосындысына жіктейік: 

    1
1111

1
1

323 





pppppp
pF . 

Бұдан,   tetttf 
2

1
2

 екенін аламыз. 

 tf  түпнұсқасын табудың үшінші әдісін қарастырайық.  pF  кескінін 

  1
11

1
1

33 


 pppp  көбейтіндісі түрінде жазып, бұдан, 2
1 2

3

t
p

  және 
te

p


1
1

 

болғандықтан, кескіндер көбейтіндісінің қасиеті бойынша (формула (86)) 

 

 

 tftte

etteet
ev
ddu

dedv
u

dee
ev

ddu
dedv

u
depF

t

ttt
t

t
tt

t
t

t
t

t

tt
t














































 

1
2
1
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2
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2
1

2
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1

2
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2
1

2

2

0
0

2
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2
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2
2
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
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
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сәйкестігін аламыз. 
 
6.8 Сызықтық дифференциалдық теңдеулер мен олардың жүйесін шешудің 

операциялық әдісі 
 
Тұрақты коэффициентті 

     tfyayay n
nn   ...1

1                 (93) 
сызықтық дифференциалдық теңдеуінің 

       1
1

10 0,0,0 
  n

n cycycy , 
бастапқы шарттарын қанағаттандыратын дербес шешімін табу керек болсын, 
мұндағы 110 ...,,, nccc -берілген сандар. 

Ізделінді  ty  функциясы, оның қарастырылатын туындылары және  tf  
функциясы түпнұсқалар болсын деп есептейік. 

    YpYty   және     FpFtf   болсын. Түпнұсқаны дифференциалдау 
мен сызықтылық қасиеттерін қолданып (93) теңдеуінде түпнұсқалардан 
кескіндерге өтеміз: 

      .......... 0120
21

111
2

0
1 FYacpYaccpYpaccpcpYp nnn

nn
n

nnn  




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Алынған теңдеуді операторлық теңдеу (немесе кескіндердегі теңдеу) деп 
атаймыз. Оны Y  -ке қатысты шешсек: 

      ,............ 12
3

1
2

11
2

1
1

01
1

1 






  nn

nn
n

nn
nn

nn capapcapapcFapapapY

яғни        pRpFpQpY nn 1  теңдігін аламыз, мұндағы  pQn  және  pRn 1  - p  
айнымалысынан тәуелді сәйкес n және 1n  дәрежелі алгебралық 
көпмүшеліктер. 

Соңғы теңдеуден  pY  кескінін табамыз: 

     
 pQ

pRpF
pY

n

n 1
 .                  (94) 

Алынған (94) теңдігі (93) дифференциалдық теңдеуінің операторлық 
шешімі деп аталады. Егер барлық бастапқы шарттар нөлдік, яғни 
       00...00 1  nyyy  болса, онда бұл шешім 

   
 pQ
pFpY

n

  

қарапайым түрінде жазылады. 
Кескіннің жалғыз болуы туралы теореманың көмегімен, табылған (94) 

кескініне сәйкес  ty  түпнұсқасын анықтай отырып (93) дифференциалдық 
теңдеуінің дербес шешімін табамыз. 
Ескерту: Көптеген жағдайларда алынған  ty  шешімі теңдеуді t  -ның кез 
келген мәнінде қанағаттандыратын болады (тек 0t  үшін ғана емес). 
Мысал 106: teyyy 31223   дифференциалдық теңдеуінің 
    60,20  yy  шарттарын қанағаттандыратын шешімін операциялық 

әдіспен табыңыз. 
Шешімі:     YpYty   болсын. Онда (80), (81) және (75) формулалары 
бойынша 

    ,20  pYypYty  
      ,6200 22  pYpypyYpty  

.
3

13




p
e t

 

Дифференциалдық теңдеуде түпнұсқалардан кескіндерге көшсек 

 
3

112223622




p
YpYpYp  

операторлық теңдеуін аламыз. Теңдеуден  pY  кескінін табамыз: 

     321
1262 2





ppp

pppY . 

Енді  pY  кескінінен  ty  түпнұсқасына көшу керек. Түпнұсқаға 

   321
1262 2




ppp
pp

 бөлшегін қарапайым бөлшектерге жіктеу арқылы көшуге 
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болар еді   
















321 p

C
p

B
p

ApY , бірақ бұл арада бөлшектің бөлімінің 

түбірлері  3,2,1 321  ppp  жай болғандықтан, жіктелудің екінші 
теоремасын ((88) формуласын) қолдану қолайлы болады: 

  1262 2  pppA ,      321  ppppB , 
          213132  pppppppB . 

   
 

 
 

 
       

tttttt eeeeee
pB
pA

pB
pA

pB
pAty 32321

3

3

2

2

1

1 684
12

12
11

8
21

8


















 

. 

Мысал 107: 
3t0,tегер

3,t2егер
2,t0егер

0
,3

,
2

4















 t

t

yy  

теңдеуінің     00,00  yy  шарттарын қанағаттандыратын шешімін табыңыз. 
Шешімі: Берілген функцияның сызбасы 31-суретте көрсетілген. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

31-сурет 
 

Бірлік функцияның көмегімен берілген дифференциалдық теңдеудің оң жағын 
бір ғана аналитикалық өрнек түрінде жазуға болады: 

             

             

                 

         .3322
2
3

2
1

33222222
2
1

2
1

33212222
2
1

2
1

33232
2
1

2
1









tttttt

tttttttttt

tttttttt

tttttttttf

 1 1 1

 1 1 1 1 1 1

 1 1 1 1

 1 1 1 1

Демек,          .3322
2
3

2
14  ttttttyy  1 1 1  

 tf

    2 

       1 

 t      О   3 
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Нөлдік бастапқы шартты операторлық теңдеу 
pp e

p
e

pp
YYp 3

2
2

22
2 11

2
31

2
14   . 

түрінде жазылады. Теңдеуден  pY  кескінін табамыз: 

       
pp e

pp
e

pppp
pY 3

22
2

2222 4
1

4
1

2
3

4
1

2
1 








 . 

 pY  кескінінен  tу  түпнұсқасына көшеміз: 

  





 























tt
pppppp

2sin
2
1

4
1

2
2

2
11

4
1

4
11

4
1

4
1

2222222  

болғандықтан, кешігу теоремасы бойынша 

         332sin
2
13

4
1222sin

2
12

8
32sin

2
1

8
1







 






 






  ttttttttty  1 1  

болатынын аламыз. 
Операциялық әдіс тұрақты коэффициентті сызықтық дифференциалдық 
теңдеулер жүйесін шешуде де қолданылады. Бұны мысал келтіре отырып 
талқылайық. 

Мысал 108: 












;
,
,

yxz
yxy
zyx

 

дифференциалдық теңдеулер жүйесінің       30,20,10  zyx  шарттарын 
қанағаттандыратын шешімін табыңыз. 
Шешімі:  

            ZpZtzzYpYtyyXpXtxx  ;;  
болсын. Онда, берілген шарттар негізінде, 

3;2;1  pZzpYypXx  
болатынын аламыз. 
Берілген жүйеде бейнелерге көшу арқылы 

 
 













31
,21

,1

ZpX
YpX
ZYpX

 

операторлық теңдеулер жүйесін аламыз. Осы алгебралық теңдеулер жүйесін 
шеше отырып 

   

 
 

   1
223

,
1

22

,
1

2

2

2

2
















pp
pppZ

pp
pppY

pp
ppX

 

кескіндерін аламыз. 
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Кескіндерден түпнұсқаларға өте отырып ізделінді      tztytx ,,  
түпнұсқаларын аламыз: 

     
 
     

 
   

 

     
 tztee

ppppp
pppZ

tytee
ppppp

pppY

txe
pppp

p
pp
p

pp
pp

pp
ppX

tt

tt

t













































52
1

1
1

52
1

223

,42
1

1
1

42
1

22

,2
1

12
11

12
1

22
1

2

2

2

22

2

 

Жауабы:       .52,42,2 ttttt teetzteetyetx   
Сондай-ақ операциялық есептеулерді айнымалы коэффициентті сызықтық 
дифференциалдық теңдеулерді, дербес туындылы теңдеулерді, ақырлы 
айырымдағы теңдеулерді (айырымдық теңдеулерді) шешуде, қатарлардың 
қосындысын табуда, интегралдарды есептеуде қолдануға болады. 

 
6.9 Есептер 

 
№1. Анықтаманы қолданып келесі функциялардың кескінін табыңыз. 

1)   te
2
1ttf  ;  3)   3tsintf  ; 

2)   ttf  ;    4)   tettf  . 
 
№2. Түпнұсқалардың кескіндерін табыңыз: 

1) tωcos2 ;   9) tsin3 ;   17) 
t
4tsin ;  

2) 4tcos2tcos  ;  10) 3tcostsin  ;  18) 4tsin2tsin  ; 

3) ntcose t ;  11) tsine 2t ;  19) 3t te  ; 

4) ωtsint  ;  12) ωtcost  ;  20) tet  ; 

5) 4tsin2tsine t  ; 13) 3tsht  ;   21)  tchet t ; 

6) tsine 23t ;  14) tcoset t .   22) 3tche 2t  . 

7) tcosttsin  ;  15) 
t

2tcostcos  ;  

8) 
t

1e t ;   16) tsin 2 ; 

 
№3. Түпнұсқалардың кескіндерін табыңыз: 

1)  














τTtегер0,
,τTtTегер1,

,Ttегер0,
tf   2)  














btегерa,b

,btaегерa,t
,at0егер0,

tf  
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3)  













2tегер0,

,2t1егерt,2
,1t0егерt,

tf    5)  














2tегер0,

,2t1егер,t
,1t0егер0,

tf 2
 

4) 
 























πtегер0,

,πt
2
πегерt,cos

,
2
πt0егерt,sin

tf
  6)  














atегер0,

,2ataегер1,
a,t0егер1,

tf  

 
№4. Келесі графиктермен көрсетілген түпнұсқалардың кескінін табыңыз: 
 
1)                                                         2)       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
№5. Кескіндердің түпнұсқаларын табыңыз: 

1) 
 3

2

1p
p


;    6) 3

p

p
e2 

; 

2) 
p
1cos

p
1
 ;   7) 

 22

3

4p

p


; 

3)  1pp
e p




;   8) 

p
1sin

p
1

 ; 

4)  222

2

ap

p


;   9)    2222

3

bpap
p


. 

5) 3p
e 3p





;    10) 
 3

p2

1p
e



; 

 3а  2а  а 

   f(t) 

 -1 

   0  t 

  1 

 2а  а 

   f(t) 

  -1 

   0  t 

  1 
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11) 
2p1

1


;   17) 

2p
1

e
p
1
 ; 

12) 
1p

p
6

5


;    18) 

 24

3

1p

p


; 

13) 
 222

2

1pp

1p



 ;   19) 
34pp

1
2 

; 

14) 
54pp

p
2 

;   20) 
45pp

p
24 

; 

15) 345

23

2p2pp
22pp2p




;  21) 32 p2pp

1


; 

16) 
1p

p
3 

;    22)  23

2

1p

3p


. 

 
№6. Берілген бастапқы шарттарды қанағаттандыратын дифференциалдық 
теңдеулердің шешімдерін табыңыз: 
1) 2t;costxx  ;      00x0x  ; 
2) t;sin4etxx t       00x0x  ; 
3) t;sin2xx2x        10x0,0x  ; 
4) ;exx2x t       00x1,0x  ; 

5) ;et
2
1xx t2          00x0x0x  ; 

6) ;ex3x 3t        10x0,0x  ; 
7) 2t;sin4xx        20x1,0x  ; 
8) t;cos2xx2x 2       00x0x  ; 

9) ;
2
tsin

2
3tsin4xx        00x1,0x  ; 

10) 1;xx3x3x         00x0x0x  . 
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7 ЖЕКЕ ОРЫНДАУ ЖҰМЫСТАРЫНЫҢ ТАПСЫРМАЛАРЫ 
 

№1 Тапсырма 
Берілген комплекс сандарының модулін, аргументін және аргументінің бас 

мәнін көрсетіп, тригонометриялық және көрсеткіштік пішіндерін жазыңыз. 

   Тапсырма 
 

Вариант 

 
1 

 
2 

 
3 

 
4 

 
5 

 
6 

 
7 

 
8 
 

1 2+i -3+4i -2,1-3і 7-2i 5  -5 3 i -0,5i 
2 1+2i -4+3i -3-2,1і 2-7i 3  -3 5 i -1,5i 
3 2+3i -1+2i -1,1-2і 1-6i 7  -2 7 i -2,5i 

4 3+2i -2+i -2-1,1і 6-i 2  -7 8 i -3,5i 
5 3+4i -1+3i -0,2-5i 1-2i 8  -8 2 i -4,5i 
6 4+3i -3+i -5-0,2і 2-i 10  -10 32 i -5,5i 
7 1+3i -1+4i -0,3-4i 1-4i 22  -4 23 i -6,5i 
8 3+i -4+i -4-0,3і 4-i 32  -6 22 i -7,5i 
9 1+4i -1+5i -0,4-3i 1-5i 23  -9 34 i -8,5i 

10 4+i -5+i -3-0,4i 5-i 52  -0,5 25 i -9,5i 
11 1+5i -2+3i -0,5-i 1-3i 33  -1 53 i -10,5i 
12 5+i -3+2i -1-0,5і 3-i 53  -1,5 33 i -11,5i 
13 2+4i -1+i -0,6-2і 7-i 35  -2,5 55 i -1,8i 
14 4+2i -2+2i -2-0,6i 1-7i 55  -3,5 35 i -2,6i 
15 2+5i -3+3i -0,7-3i 6-3i 72  -4,5 27 i -3,3i 
16 5+2i -2+4i -3-0,7і 3-6i 27  -5,5 72 i -4,8i 
17 1+i -2+5i -0,7-4і 1-8i 73  -6,5 37 i -7,9i 
18 2+2i -4+4i -4-1,1і 2-3i 34  -7,5 77 i -8,3i 
19 3+3i -4+2i -5-0,9і 3-8i 102  -8,5 210 i -5,6i 
20 4+4i -2+6i -0,9-5і 8-3i 210  -9,5 102 i -4i 
21 2+6i -5+5i -1,1-6i 2-4i 25  -10,5 52 i -2i 
22 6+2i -3+5i -6-1,1i 4-2i 75  -11 57 i -i 
23 3+5i -6+6i -1,2-2i 7-3i 37  -11,5 73 i -3i 
24 5+3i -4+3i -2-1,2i 3-7i 24  -12 78 i -5i 
25 3+6i -3+4i -3-1,5i 3-4i 103  -12,5 310 i -6i 
26 6+3i -6+3i -1,5-3i 4-3i 310  -13 103 i -7i 
27 4+5i -7+i -4-0,5i 3-5i 77  -13,5 75 i -8i 
28 5+4i -1+7i -0,5-4i 5-3i 26  -14 28 i -9i 
29 5+6i -2+6i -1,5-5i 7-5i 38  -14,5 54 i -10i 
30 6+5i -6+2i -5-1,5i 5-7i 36  -15 74 i -11i 
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№2 Тапсырма 
а) Есептеңіз; 
б) Алгебралық түрде жазыңыз. 

 
Вариант 

 
а 
 

 
б 

1  523arg i  (2+2і)2(1-і)3 

2 
i
i



1

22arg  

7

2
1

2
3









 і  

3 5)32arg( i  (2-2і)4(3-і)3 

4 
15

2
2

2
1arg 








 i  

 
 3

2

1
21

і
і



 

5 8)33arg( i  
 

і
і



2

23 5

 

6 
i

i23arg   (2-3i)11 

7 8)32arg( i  
 

i
i
23

1 8




 

8 










i
i
32

23arg  )43()25( 6 ii   

9 arg(3+i)(2-i) 
10

2
23







  i
 

10 
i

i
4

23arg 
 

20

5
2







  i

 

11   )1(22arg ii   5)31( i  

12 
i
i
21

1arg



 (2+i)15 

13 
i
i




2
1arg  (1-3i)7 

14 6)22arg( i  
 
 2

4

22
1

i
i



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15 
i

i
3

arg  
12)31( i  

16 
i

i
2
2arg  6)32( i  

17 
i
i




2
1arg  4)73( i  

18 
i4

2arg  5)51( i  

19 
i
i

2
3arg 

 (2+3i)2(4-i)4 

20   )3(1arg ii   23 )32()31( ii   

21 
i
i 31arg 

 (1+2і)6 

22 
i

i
22

arg
  

100

2
2

2
2









 і  

23 6)31arg( i  (1+2і)2(1-і)3 

24 
94

2
3

2
1arg 








 i  

 
 3

2

22
31
і

і



 

25 4)31arg( i  
 
 2

3

1
22
і
і




 

26 
i

i1arg  (3-2i)9 

27 7)31arg( i  
 
 4

2

22
1

i
i




 

28 










i
i
22

1arg  
34 )5()24( ii   

29 arg(1+i)(4-i) 
60

2
31







  i
 

30 
i

i
2

21arg 
 

100

2
1








  i
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№3 Тапсырма 
Түбірдің мәндерін табыңыз. 

Вариант а б 
1 3 34 i  i5  
2 i7  5 1 i  
3 i410  3 27i  
4 i86  3 3i  
5 i31  4 5  

6 i2  4 4  

7 i34   3 28  

8 5 1 i  i43  

9 i33  6 1  

10 i7  3 16  

11 i1  6 81  

12 4 2 i  i2  

13 6 31 i  i 4  

14 i2  3 33 i  

15 4 i  i26   

16 4 53 i  i724  
17 i68  4 43 i  
18 4 52 i  i26   
19 i613  4 512 i  

20 i9  3 5 i  
21 3 43 i  i2  
22 i3  4 1 i  
23 i815   3 8i  
24 i68   3 1i  
25 i1  4 1  
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26 i2  4 4  
27 i 4  3 27  
28 4 1 i  i 2  
29 i44  5 1  
30 i1  3 20  

 
№4 Тапсырма 

Теңдеумен қандай сызық берілгенін анықтап, кескінін жазықтықта 
өрнектеңіз. 
Вариант Теңдеу 

1 20,0isint),+а(cost=z  tа  

2 ,1
2

2

t
itz       ;00<t  -  

3  1+z 4= 2-z  

4  0>a,a=z Re 22  

5  +< t,te+2=z 4


i

 

6 





2
3;

2
0,,e =z it  t  

7 
t
itz  ,     ;00;  -t  

8 0 t1-,1i + t -z 2  t  

9  teit 0,2z  

10 20),e+2i(1=z -it  t  

11  2;0,e+-3i=z it t  

12  2;0G, z   0,>a,ae+ z=z 0
it

0  t  

13  1-z = 3+z  

14  titz sincos22   

15 11,1 2  ttitz  
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16 r>R, t0,re+Re -itit z  

17 5= 2+z + 2-z  

18 Rt1,+i)t+(1=z 2  

19 0,2  t
t
itz  

20 zz 212   

21 162  zz  

22  +< t,te+3=z 2
i

 
23  5 3 ,2e+i=z it   t  
24  2 0),e+4i(1=z -it  t  
25  20 ,e+-7i=z it  t  
26 2sh2t i+3ch2t=z  
27 01,3i + t z 2  tt  

28 8=1z-1-z   

29   2 t  ,5z  ite  

30 





2
;0,2e=z it t  

 
№5 Тапсырма 

Комплекс жазықтықта теңсіздіктермен берілген облысты көрсетіңіз. 
Вариант Сандар жиыны 

1 {z: z–2i<2, z-i>1, 0<arg z< 3


} 

2 {z: 0<arg (z-1)< 2


} 

3 {z: 3
1




z
z

1} 

4 {z: ,11 z   4
arg0 

 z } 

5 {z: z–2+i3,  z–i2} 

6 {z: z z-2} 
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7 {z: z+Re z1,  2


<arg z<} 

8 {z: -2<Im z
iz 

<6} 

9 {z: Im (1+z)-z<0} 
 

10 {z: Re (z–2)+z>0} 

11 {z: Re iz<2,  0<arg z< 3


} 

12 {z: z–2i>2,  z-i<1,  0<arg z< 3


} 

13 {z: z+2i 2,  z+i 2
3

 ,  2


<arg z<} 

14 {z: 0<arg (z-i)< 4


,  Re z>0} 

15 {z: z+mz1,  2


<arg z<} 

16 {z: iz
z

1

2,  0<arg (z-1)< 2


} 

17 {z: 6


<arg (z+2i)< 2


} 

18 {z: 2
3




z
z

1} 

19 {z: 8114  zz } 
 

20 {z: 3
1




z
z

>2} 

21 {z: z z-3} 
 

22 {z: -1<Im z
iz 

<5} 

23 {z:  
4

1arg 
z } 

24 {z: z–2+i3,  Im z>0} 
 

25 {z: z–i+z+i 4,  Im z<0} 
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26 {z: 4
1

<Re z
1

+Im z
1

< 2
1

} 

27 {z: 0<arg zi
zi




< 2


} 

28 {z: Re (1+z)-z<0} 
 

29 {z: Im (z–2)+z>0} 
30 {z: z z-1} 

 
№6 Тапсырма 

az zLnzzchzshzzze ,,ln,,,cos,sin,  сандарын алгебралық түрде 
жазыңыз. 
Вариант z  а  Вариант z  а  

1 i22   2+i 16 i22   5+2i 
2 i3  1+2i 17 i232   1+i 
3 i33  2+3i 18 i 3  2+2i 
4 i31   3+2i 19 i44   3+3i 
5 i 1  3+4i 20 i1  4+4i 
6 i232   4+3i 21 i22   2+6i 
7 i44   1+3i 22 i31  6+2i 
8 i333   3+i 23 i333   3+5i 
9 i 3  1+4i 24 i44   5+3i 
10 i44   4+i 25 i232   3+6i 
11 i44  1+5i 26 i22   6+3i 
12 232   5+i 27 i33   4+5i 
13 i33  2+4i 28 i33   5+4i 
14 31  4+2i 29 i31  5+6i 
15 i1  2+5i 30 i3  6+5i 

 
№7 Тапсырма 

Функциялардың туындыларын табыңыз. 
 

Вариант 
 

 
Функция 

 
Вариант 

 
Функция 

 
1 

 

 
z

zshzf
2

  

 
2 

 

 
z

zzf sin
  
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3 

 
  zzzf sin2  

 
 

 
12 

 
  24 4zzzf   

 
4 

 

 
z

ezf
z

  

 
 

 
13 

 

  zеzzf 
3

cos  

 
5 

 
  3cos zzf   

 
 

 
14 

 
  zсtgzzf sin  

 
6 

 
  chzzf  1  

 
 

 
15 

 
    zezzf  122   

 
7 

 
  zzzf cos3  

 
 

 
16 

 
  24 9zzzf   

 
8 

 
    zezzf  142  

 
 

 
17 

 
  3sinzzf   

 
9 

 

 
ctgztgz

zf



1

 

 
 

 
18 

 

 
z

ezf
z 12 

  

 
10 

 
  ztgzzf cos  

 
 

 
19 

 
  shzzf  4  

 
 

 
11 

 

 
z

zzf cos
  

 
 

 
20 

 

 
z

zchzf
2

  
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21 

 
  5cos4 zzf   

 
 

 
26 

 
    сhzzzf 22 1  

 
22 

 
  zzzf 3cos  

 
 

 
27 

 
  zеzf  4  

 
23 

 

  2
cos

z
zzf   

 
 

 
28 

 

 
z
еzf

z


4
 

 
24 

 
    zzzf  192  

 
 

 
29 

 
  zzf sin1  

 
25 

 

   
z
shzzf

31
  

 
 

 
30 

 
    сthzzzf 22 3  

 
№8 Тапсырма 

Нақты немесе жорамал бөліктерінің бірі арқылы берілген шартты 
қанағаттандыратын W=U+iV аналитикалық функциясын тұрғызыңыз. 

Вариант U немесе V Шарт 

1 22 32 yxyxU   W(1)=0 

2 22 23 yxyxV   W(0)=0 

3 22 43 yxyxU   W(-1)=0 

4 22 34 yxyxV   W(0)=0 

5 22 432 yxyxU   W(1)=0 

6 22 234 yxyxV   W(1)=i 

7 22 423 yxyxU   W(i)=-i 

8 22 324 yxyxV   W(1)=i 

9 222 yxyxU   W(1)=2 
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10 22 2 yxyxV   W(1)=1 

11 22 34 yxyxU   W(i)=1 

12 22 43 yxyxV   W(0)=0 

13 22 45 yxyxU   W(0)=i 

14 22 54 yxyxV   W(0)=0 

15 22 362 yxyxU   W(1)=0 

16 22 263 yxyxV   W(1)=0 

17 22 473 yxyxU   W(0)=2i 

18 22 374 yxyxV   W(0)=i 

19 22 82 yxyxU   W(1)=3 

20 22 28 yxyxV   W(0)=0 

21 22 432 yxyxU   W(1)=0 

22 22 234 yxyxV   W(1)=i 

23 22 423 yxyxU   W(i)=-i 

24 22 324 yxyxV   W(1)=i 

25 222 yxyxU   W(1)=2 

26 22 2 yxyxV   W(1)=1 

27 22 34 yxyxU   W(i)=1 

28 22 43 yxyxV   W(0)=0 

29 22 45 yxyxU   W(0)=i 

30 22 54 yxyxV   W(0)=0 
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№9 Тапсырма 
 

OAB

dzzf  интегралын ОАВ сынық сызығы бойынша есептеңіз. 

Вариант f(z) 0 А В 

1 5sin zz    0;0   0;1   2;0  
2 19 z   0;0   1;1   1;0  
3 cos z – zsin z  0;0   5,0;5,0   1;0  
4 sin z + zcos z  0;0   1;1   1;0  
5 12 z   0;0   1;1   1;0  
6 ze z + e z  0;0   5,0;5,0   1;0  
7 e z sinz+e z cosz  0;0   1;1   1;0  

8 43 zez   0;0   0;1   0;0  

9 cos z – zsin z  0;0   1;1   1;0   
10 sin z + zcos z  0;0   1;1   1;0  

11 z   0;0   1;1   1;1  

12 ze z + e z  0;0   1;1   1;0   
13 e z sinz + e zcosz  0;0   1;1   1;0  
14 izchz cos   0;0   0;1   1;0  
15 sin z + zcos z  0;0   1;1   1;0   
16 cos z – zsin z  0;0   1;1   1;0   
17 zz cos2    0;0   0;1   1;0  
18 ze z + e z  0;0   1;1   1;0  
19 e z sinz+e z cosz  0;0   5,0;5,0   1;0  
20 zz sin2    0;0   0;1   1;0  
21 cos z – zsin z  0;0   1;1   1;0  
22 sin z + zcos z  0;0   1;1   1;0   
23 12 2 z   0;0   1;1   1;0   
24 ze z + e z  0;0   1;1   1;0   
25 cos z – zsin z  0;0   1;1   1;0  
26 sin z + zcos z  0;0   5,0;5,0   1;0  
27 izshz cos   0;0   1;1   1;0   
28 e z sinz + e zcosz  0;0   1;1   1;0   
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29 e z sinz + e zcosz  0;0   1;1   1;0   
30 ze z + e z  0;0   1;1   1;0  

 
№10 Тапсырма 

 
Г

dzzf  интегралын А нүктесін В нүктесімен қосатын Г қисығы 

бойынша есептеңіз. 
 

Вариант f(z) Г А(x,y) B(x,y) 
1 2

z  y = x2 A(0, 0) B(1, 1) 
2 zz 23 2   y = x2 A(0, 0) B(1, 1) 
3 zImz x2 + y2 = 4 A(2, 0) B(-2, 0) 
4 |z| 2 Rez x2 + y2 = 4 A(0, 2) B(-2, 0) 
5 zRez y = 2x A(1, 2) B(2, 4) 
6 172  zz  AB-кесінді A(1, 0) B(1, -1) 
7 ze z Im

2

 AB-кесінді A(1, 1) В(0, 0) 
8 zRez y=x2/2 A(2, 2) B(4, 8) 
9 zImz y = x A(1, 1) B(2, 2) 

10 12 z  y=x3 A(0, 0) B(1, 1) 
11 |z| 2 Rez x2 + y2 = 4 A(2, 0) B(0, 2) 
12 zRez y = 4x A(0, 0) B(1, 4) 
13 zImz y = x2 A(1, 1) B(2, 4) 
14 zImz2 AB-кесінді A(0, 0) B(1, 1) 
15 |z| 2 Rez x2 + y2 = 4 A(-2, 0) B(0,-2) 
16 2

z  AB-кесінді A(0, 0) B(1, 1) 
17 zRez y = x2 A(1, 1) B(2, 4) 
18 zImz y = 2x A(1, 2) B(2, 4) 
19 1412 35  zz  AB-кесінді A(1, 0) B(0, 1) 
20 zImz x2 + y2 = 4 A(-2, 0) B(0, -2) 
21 zRez x2 + y2 = 4 A(2,0) B(0, 2) 
22 Imz3 AB-кесінді A(0, 0) B(2, 2) 
23 zRez2 AB-кесінді A(0, 0) B(1, 2) 
24 zRez y = 3x A(1, 3) B(0, 0) 
25 zRez y = x/2 A(2, 1) B(4, 2) 
26 zRez y = x/3 A(3, 1) B(0, 0) 
27 zImz x2 + y2 = 4 A(0, -2) B(2, 0) 
28 zRez y = x A(0, 0) B(1, 1) 
29 |z| 2 Rez x2 + y2 = 4 A(0, -2) B(2, 0) 
30 |z| 2 Rez x2 + y2 = 4 A(2, 0) B(-2, 0) 
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№11 Тапсырма 
 

Г

dzzf  тұйық контурлы интегралын Кошидің интегралдық 

теоремасын немесе формуласын қолданып есептеңіз. 
Вариант Функция Г 

1  
)1)(3(

1
3 


zz

zf  |z|=2 

2 
45

1)( 2 


zz
zf  |z|=3 

3 )12()(
5)( 2 iziz

zzf



  |z|=2 

4 )1)(1(
)( 2 


zz
zzf  |z+1|=1 

5 222 )
2
1()1(

5)(





zz

zzf  |z-1|=1 

6 )4(
1)( 2 




zz
zzf  |z-1-i|=6 

7 )4)(2(
1)( 2

2





zz

zzf  |z|=3 

8 )1)(1(
)( 2 


zz
zzf  |z+1-i|= 2  

9 3

2

)3(
1)(
zz

zzf



  |z-1|=2 

10 )1(
1)( 2 




zz
zzf  |z|=2 

11 
)4(

1)( 2 



zz
zzf  |z-2i|=3 

12 
1

1)( 4 


z
zf  x2+y2=2x 

13 
)1)(3(

1)(



zz

zf  |z|=2 

14 32 )1(
1)(



z

zf  |z-1|=
2
3

 

15 
)5()3(

1)( 2 iziz
zf


  |z|=3,5 

16 )3()1(
1)( 2 


zz

zf  |z|=2 
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17 )7()5(
1)( 2 iziz

zf


  |z|=6 

18 22 ))(1(
1)(

izz
zf


  |z|=2 

19 32 ))(1(
1)(

izz
zf


  |z|=2 

20 32 ))(2(
1)(

izz
zf


  |z|=

2
3  

21 
9

1)( 2 


z
zf  |z+i|=3 

22 
)1)(5(

)(
3




zz
zzf  |z|=2 

23 )1)(1(
1)( 2 


zz

zf  |z|=4 

24 
12

2)( 2 



zz

zzf  |z-1|=2 

25 
4

1)( 2 


z
zf  |z-2i|=2 

26 )5()2(
1)( 2 


ziz

zf  |z|=3 

27 )6()(
1)( 2 iziz

zf


  |z|=4 

28 )5()2(
1)( 2 iziz

zf


  |z|=4 

29  
)5)(1(

1
izz

zf


  |z|=4 

30 
)6()4(

1)( 2 iziz
zf


  |z|=5 

 
№12 Тапсырма 

Берілген функцияны берілген сақинада Лоран қатарына жіктеңіз. 
Вариант Функция Сақина 

1 )3)(1(
1)(




zz
zf  z>3 

2 2)6)(2(
1)(



zz

zf   2<z<6 
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3 22 )4)(2(
1)(




zz
zf  2<z<4 

4 22 )1)(5(
1)(




zz
zf  1<z<5 

5 22 )7(
1)(



zz

zf  0<z<7 

6 222 )9)(1(
1)(




zz
zf  1<z<3 

7 )5)(1(
1)( 22 


zz

zf  1<z< 5  

8 22 )3)(3(
1)(




zz
zf  3 <z<3 

9 )4)(1(
1)( 22 


zz

zf  1<z<2 

10 )7)(1(
1)(




zz
zf  z>7 

11 )4)(2(
1)( 22 


zz

zf  2 <z<2 

12 22 )3(
1)(



zz

zf  0<z<3 

13 222 )4)(1(
1)(




zz
zf  1<z<2 

14 )4)(2(
1)( 22 


zz

zf  2 <z<2 

15 )4)(2(
1)(




zz
zf  z>4 

16 )3)(2(
1)(




zz
zf  z>3 

17 )2)(1(
1)(




zz
zf  z>2 

18 )2)(1(
1)(




zz
zf  z>2 

19 )3)(1(
1)(




zz
zf  z>3 

20 )4)(2(
1)(




zz
zf  2<z<4 
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21 )3()2(
1)( 2 


zz

zf  2<z<3 

22 2)4)(1(
1)(



zz

zf  1<z<4 

23 )2)(3(
1)( 22 


zz

zf  2 <z< 3  

24 22 )2)(1(
1)(




zz
zf  1<z<2 

25 22 )1)(4(
1)(




zz
zf  1<z<4 

26 22 )3)(1(
1)(




zz
zf  1<z<3 

27 )2)(1(
1)( 22 


zz

zf  1<z< 2  

28 222 )3)(1(
1)(




zz
zf  1<z< 3  

29 )3)(1(
1)( 22 


zz

zf  1<z< 3  

30 22 )3)(2(
1)(




zz
zf  2 <z<3 

 
№13 Тапсырма 

Функциялардың нөлдерін тауып, олардың ретін анықтаңыз. 
 

Вариант 
 

 
Функция 

 
Вариант 

 
Функция 

1  
z

zzf sin
  

9   zzzf sin2  

2   24 4zzzf   10 
 

z
zshzf

2

  

3   chzzf  1  11    chzizzf   
4    shzizzf   12   3cos zzf   
5     zezzf  122   13   chizzzf  cos  
6  

z
zzf cos

  
14   zzzf cos3  

7   3sinzzf   15     zezzf  142  
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8   shzzf  4  16 
   

2

21
z
chzzf 

  

17 
   

z
shzzf

21
  

24   shizzzf  sin  

18 
 

z
zchzf

2

  
25   24 9zzzf   

19     сhzzzf 22 1  26   5cos4 zzf   
20   zеzf  4  27   chizzzf   
21   zzf sin1  28   2

cos
z

zzf   

22 
 

z
еzf

z


4
 

29     zzzf  192  

23     сthzzzf 22 3  30 
   

z
shzzf

31
  

 
№14 Тапсырма 

а) Функциялардың айрықша нүктелерін табыңыз және оларды сипаттаңыз; 
б) z  нүктесін сипаттаңыз. 
Вариант Функция Вариант Функция 

1 
3

1
zz   

8 
z

tg
e

1

 
2 

















z
1cos

1sin  

9 
2z

ctgz
 

3 

 2
5

1 z
z
  

10 

 22 4
1
zz  

4 

 z

z

ez
e

1  
11 

z

z

e
e




2
1

 

5 

21 z
e z

  

12 

ze
z 12 

 

6 zze  
13 

zez
1

1
1


  

7 
 zz cos2

1
3   

14 thz  
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15 
2

1
ze



 

23 
zze
1

 
16 

z
ctg

e
1

 

24 

z
e z 1cos

 

17 
2

11sin
zz

  
25 

zz
ctg 11

  

18 

z
ctg 1

 
26 

 
2

1cos4 22

7




z
z

z
 

19 

z1
1sin  

27 

az coscos
1
  

20 

az sinsin
1
  

28 

z
ctgz 2

  

21 

















z
1sin

1sin  

29 
z

z
e

1


 

22 
2

cos
z

z
 

30 ztg2
 

 
№15 Тапсырма 

Функциялардың айрықша нүктелеріндегі шегермелерін табыңыз. 
Вариант Функция Вариант Функция 

1   53

1
zz

zf


  
7    22

2

1


z
zzf  

2    21
1

zz
zf


  8    1

1
2

2





zz
zzzf  

3  
 21

2sin



z

zzf  
9    922 


zz
ezf

z

 

4 
 

z
zzf

sin
  

10 
 

 3
2

2


z
zzf  

5  
iz
izzf




  
11 

 
1
1

2

2





z
zzf  

6   2
1

z
zzf 

  
12     31

1



zz

zf  
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13  
4

1
2 


z

zf  
22   tgzzf   

14    24
1

zz
zf


  

23 
 

 3
2

3


z
zzf  

15     42
1



zz

zf  
24  

9
1

2 


z
zf  

16  
z

zzf 1sinsin  
25   2

1
z

zzf 
  

17   zctgzf 3  26 
   422 


zz
ezf

z

 

18  
2

1cos



z

zf  
27  

z

zf 1sin

1
  

19  
z

zf
sin

1
  

28   zctgzf 2  

20 
 

3
14cos

2





z

zzzf  
29 

  z
z

ezf
1


  

21  
2

1cos3




z
zzf  

30  
1

sin



z

zzf  

 
№16 Тапсырма 

 
Г

dzzf  тұйық контурлы интегралын шегерме туралы теореманы 

қолданып есептеңіз. 
Вариант Функция Г 

1  
)1)(3(

1
3 


zz

zf  |z|=2 

2 
45

1)( 2 


zz
zf  |z|=3 

3 
)12()(

5)( 2 iziz
zzf




  |z|=2 

4 )1)(1(
)( 2 


zz
zzf  |z+1|=1 

5 222 )
2
1()1(

5)(





zz

zzf  |z-1|=1 
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6 )4(
1)( 2 




zz
zzf  |z-1-i|=6 

7 
)4)(2(

1)( 2

2





zz

zzf  |z|=3 

8 )1)(1(
)( 2 


zz
zzf  |z+1-i|= 2  

9 3

2

)3(
1)(
zz

zzf



  |z-1|=2 

10 
)1(

1)( 2 



zz
zzf  |z|=2 

11 
)4(

1)(
2 



zz
zzf  |z-2i|=3 

12 
1

1)( 4 


z
zf  x2+y2=2x 

13 
)1)(3(

1)(



zz

zf  |z|=2 

14 32 )1(
1)(



z

zf  |z-1|=
2
3

 

15 
)5()3(

1)( 2 iziz
zf


  |z|=3,5 

16 
)3()1(

1)(
2 


zz

zf  |z|=2 

17 )7()5(
1)( 2 iziz

zf


  |z|=6 

18 22 ))(1(
1)(

izz
zf


  |z|=2 

19 32 ))(1(
1)(

izz
zf


  |z|=2 

20 32 ))(2(
1)(

izz
zf


  |z|=

2
3  

21 
9

1)( 2 


z
zf  |z+i|=3 

22 
)1)(5(

)(
3




zz
zzf  |z|=2 
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23 
)1)(1(

1)( 2 


zz
zf  |z|=4 

24 
12

2)( 2 



zz

zzf  |z-1|=2 

25 
4

1)( 2 


z
zf  |z-2i|=2 

26 
)5()2(

1)( 2 


ziz
zf  |z|=3 

27 
)6()(

1)( 2 iziz
zf


  |z|=4 

28 )5()2(
1)( 2 iziz

zf


  |z|=4 

29  
)5)(1(

1
izz

zf


  |z|=4 

30 
)6()4(

1)( 2 iziz
zf


  |z|=5 
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№17 Тапсырма 
Берілген түпнұсқалар үшін олардың кескіндерін табыңыз. 

Вариант Түпнұсқа Вариант Түпнұсқа 
1 t3sin  16 t3cos  

 
2 tte t  sin  17   tt 2sin1  

 
3 te t sin2  18 ttt cossin   

 
4 tch 3  19 t4cos  

 
5 tcht sin  20 tcos  

 
6 tet  21 tt cossin2   

 
7 t3sin  22 tsht 3  

 
8 tch 3  23 tte t  cos  

 
9 t4sin  24 te t 2sin  

 
10  tshttcht cossin

2
1

  

 

25 
t

t
2

2 sin6
 

 
11  chtet t   

 
26 te t cos5  

 
12 tsh 3  27   tt 3cos32   

 
13 tet 

2
1

 

 

28 
1

2
t

tsh
 

 
14 tsht cos  29 t4sin  

 
15 

tt 2
3

cos
8  

30 te
t

42
  
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 f(t) 

   t  4а  3а   2а а   0 

   1 

  f(t) 

  t  3а   2а а   0 

   1 

№18 Тапсырма 
Келесі графиктермен көрсетілген түпнұсқалардың кескінін табыңыз: 

18.1       18.2 
 
 
 
 
 
 
 
    
 
 
18.3       18.4 
 
        
 
 
 
 
 
 
 
18.5       18.6 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
18.7       18.8 
 
 
 
 
 
 
 
    
 
 

4а  3а  2а  а 

   f(t) 

  -1 

  0  t 

  1 

 3а    2а  а 

   f(t) 

 -1 

   0  t 

   1 

3а  2а   а 

   f(t) 

  -1 

  0  t 

  1 

 2а  а 

   f(t) 

 -b 

   0  t 

   b 

 3а  2а  а 

   f(t) 

  -1 

  0  t 

  1 

 3а  2а  а 

   f(t) 

 -1 

   0  t 

   1 
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18.9       18.10 
 
 
 
 
 
 
 
    
 
 
 
18.11       18.12 
 
 
 
 
 
 
 
    
 
 
18.13       18.14 
 
 
 
 
 
  
 
    
 
 
 
18.15       18.16 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   3а     2а  а 

   f(t) 

  -1 

  0  t 

  1 

    2а  а 

   f(t) 

 -1 

   0  t 

   1 

 3а   а 

   f(t) 

  -1 

  0  t 

  1 

 3а     2а   а 

   f(t) 

 -1 

   0  t 

   1 

4а    3а  2а  а 

   f(t) 

  -1 

  0  t 

  1 

     2а   а 

   f(t) 

-b 
   0  t 

 3а   а 

   f(t) 

  -1 

  0  t 

  1 

    2а  а 

   f(t) 

 -1 

   0  t 

   1 

 2а 

     -2b 
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18.17       18.18 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
18.18       18.20 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
18.21       18.22 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
18.23       18.24 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3а   а 

   f(t) 

  -1 

  0  t 

  1 

    2а  а 

   f(t) 

 -1 

   0  t 

   1 

 2а  4а 

 3а  а 

   f(t) 

  -1 

  0  t 

  1 

    2а  а 

   f(t) 

 -1 

  0  t 

   1 

 2а 3а 

 3а  а 

   f(t) 

  -1 

  0  t 

  1 

    2а  а 

   f(t) 

 -1 

   0  t 

   1 

 2а 
3а 

 3а  а 

   f(t) 

  -1 

  0  t 

  1 

   f(t) 

 t 

   1 

 2а 

  -2 
   0  а     2а 3а 

   1/2 



153 
 

 

   f(t) 

  t  3а   2а а   0 

 f(t) 

 t  3а   2а   а   0 

   1 

   3 
 
   2 
 
   1 

   f(t) 

  t  3а   2а а   0 

 f(t) 

 t  3а   2а  а   0 

   2b 
 
   b 

    2b 
 
   b 

    -b 
 
   -2b 

18.25       18.26 
 
        
 
 
 
 
 
 
 
18.27       18.28 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
18.29       18.30 
 
        
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

4а 

  3  1 

   f(t) 

  -2 

  0  t 

   1/2 

    2а  а 

   f(t) 

  -1 
   0  t 

   1 

     2   4   5 

 -2 

  -b 
4а 
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№19 Тапсырма 
Берілген кескіндер үшін олардың түпнұсқаларын табыңыз: 

Вариант Кескін Вариант Кескін 
1 

54
4

2 


pp
p

 
16 

)4)(1( 22  pp
p

 

2 
)52)(1(

5
2 


ppp
p

 
17 

ppp  23
1

 

3 
)54)(1(

23
2 


ppp
p

 
18 

)1(
1
3 pp  

4 
)4(

1
23 pp  

19 
)2)(1( 22  pp

p
 

5 

1
1

3 p  
20 

)54)(1(
5
2  ppp  

6 
)22)(2(

5
2  ppp
p

 
21 

)32)(2(
1
2  ppp  

7 

 22 84  pp
p

 
22 

)33(
1

2 


ppp
p

 

8 
)32)(1(

12
2 


ppp
р

 
23 

)54)(2(
32

2 


ppp
р

 

9 

)1)(1(
32
2 


ppp

р
 

24 

ppp
р

52
2

23 


 

10 
)22)(1(

2
2  ppp  

25 

)54)(1(
2

2 


ppp
р

 

11 
)106)(1(

23
2 


ppp
р

 
26 

)54)(2(
54

2 


ppp
р

 

12 

)1)(1( 2  ppp
р

 
27 

 22 84
2

 pp
p

 

13 
22 )1(

1
pp  

28 

)8
6

3 p  

14 

рpp
p

32
3

23 


 
29 

8
4

3 p  

15 

)54)(1( 2  ppp
р

 
30 

35
1

рp   
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№20 Тапсырма 
Дифференциалдық теңдеулердің     00,00  уу  шартын 

қанағаттандыратын шешімдерін табыңыз. 
Вариант Теңдеу Вариант Теңдеу 

1 

 21
1

tе
yy


  

15 

 21
2






t
еуyy

t

 

2 tthyy 24 2  16 thtyy   
3 

tсh
yy 3

1
  

17 

1
2






t
tеуyy

t

 

4 
21

2
t

еуyy
t


  

18 

tсh
shtyy 2  

5 

 2
2

21
44

t
еуyy

t






 
19 

tсh
еуyy

t

22   

6 

tсh
yy 2

12   
20 

 21 t

t

е
еуy


  

7 

t

t

е
еyy



1  

21 
t

t

е
еyy



2

2

 

8 
t

t

е
еyy



3

2

 
22 

2

21

2












t

t

е

еуy
 

9 

tсh
yy

2
14 3  

23 

1
2




t
еуyy

t

 

10 
tе

yy



1

1
 

24 

сht
еyy

t

 2  

11 сostеуyy t222   25 tthyy 2  
12 

cht
yy 1
  

26 
tе

yy



1

1
 

13 

cht
yy




1
1

 
27 

21
2

t
еуyy

t






 

14 

tch
еуyy

t

2
244 2

2

  
28 

tch
еуyy

t

22


  
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29 

tch
yy 2

1
 ; 

30 

 2
2

1 t

t

е
еyy


 ; 

 
№21 Тапсырма 

Операциалық әдіспен Коши есебінің шешімін табыңыз. 
Вариант Коши есебі Вариант Коши есебі 

1 
    .40,20

,2/sin2




yy
tyy

 
15 

    .10,20
,




yy
shtyy

 

2 

    .10,00
,294 2


 

yy
eyyy t

 
16 

    .00,10
,23




yy
eyyy t

 

3 

    .10,00
,332




yy
eyyy t

 
17 

    .10,10
,232




yy
tyyy

 

4 
    .10,00

,2sin4




yy
tyy

 
18 

    .00,10
,cos2952




yy
tyy

 

5 

    .30,10
,2




yy
ttyyy

 
19 

    .10,30
,2sin84




yy
tyy

 

6 
    .00,10

,26




yy
yyy

 
20 

    .20,10
,444 22




yy
tеyy t

 

7 

    .20,10
,44 23




yy
etyyy t

 
21 

    .60,20
,1223 3




yy
eyyy t

 

8 
    .30,20

,3cos10sin34




yy
ttyy

 
22 

    .10,50
,3cos32102


 

yy
teyyy t

 

9 

    .10,30
,3sin3cos47103




yy
ttyyy

 
23 

    .10,10
,2


 

yy
eyyy t

 

10 

    .10,20
),3(2 2


 

yy
tteyy t

 
24 

    .10,00
,cos2




yy
tyy

 

11 
    .20,10

,2cos5sin4




yy
ttyy

 
25 

    .00,10
,2/cos223




yy
teyyy t

 

12 

    .10,30
,6


 

yy
eyy t

 
26 

    .10,00
,2




yy
tyy

 

13 

    .20,00
,22




yy
ttyy

 
27 

    .10,10
),1(22




yy
tyyy

 

14 

    .10,00
,3cos




yy
tyy

 
28 

    .20,30
,cos3sin9




yy
ttyy
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29 

    .40,00
,7 2




yy
etyyy t

 
30 

    .20,10
,22




yy
eyy t

 

 
№22 Тапсырма 

Операциялық есептеу әдісімен дифференциалдық теңдеулер жүйесінің 
берілген шарттарды қанағаттандыратын шешімін табыңыз 
Вариант Жүйе Вариант Жүйе 

1 

    .20,10
;1

,23









ух
уху
ухх

 

9 

    .00,20
;13

,3









ух
ху
ух

 

2 

    .20,10
;

,13









ух
уху

ухх

 

10 

    .10,00
;3

,2









ух
ху

ухх

 

3 

    .00,10
;92

,4









ух
уху
ухх

 

11 

    .10,00
;4

,12









ух
уху
ухх

 

4 

    .10,10
;22

,52









ух
уху

ухх

 

12 

    .20,00
;12

,152









ух
уху

ухх

 

5 

    .00,20
;235

,3









ух
уху

ухх

 

13 

    .20,00
;32

,143









ух
уху

ухх

 

6 

    .10,00
;22

,162









ух
ху

ухх

 

14 

    .00,10
;24

,132









ух
уху
ухх

 

7 

    .50,00
;12

,2









ух
уху
ухх

 

15 

    .10,30
;4

,22









ух
ху

ухх

 

8 

    .00,10

;
2
3

,12













ух

уху

ухх

 

16 

    .20,00
;13

,253









ух
уху
ухх
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17 

    .10,00

;2
2
5

,23













ух

уху

ухх

 

24 

    .00,10
;32
,12









ух
ху
ух

 

18 

    .10,20
;43

,182









ух
уху
ухх

 

25 

    .10,00
;3

,12









yx
xy

yxx

19 

    .00,10
;14

,









ух
уху

ухх

 

26 

    .10,00
;32

,14









yx
yxy

yxx

 

20 

    .10,10
;2
,23









ух
уху

ух

 

27 

    .00,10
;3

,22









yx
xy

yxx

 

21 

    .10,20
;132

,2









ух
уху

ух

 

28 

    .00,10
;2
,3









yx
xy
yx

 

22 

    .00,10
;2

,34









ух
уху

хх

 

29 

    .10,00
;1

,23









yx
yxy

yxx

 

23 

    .10,00
;1

,33









ух
уху

ухх

 

30 

    .00,10
;

,3









yx
yxy

yxx
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8 ЖЕКЕ ОРЫНДАУ ЖҰМЫСТАРЫН ОРЫНДАУ ҮЛГІСІ 
 
№1. i3-4z   комплекс санының модулін, аргументін және аргументінің бас 
мәнін көрсетіп, тригонометриялық және көрсеткіштік түрлерінде жазыңыз. 
Шешімі: i3-4z   саны үшін 3у-4, х . Санның модулі 

5253)4( 2222  yxz . 
i34-   саны (10) формуласының 0y0,x   жағдайына сәйкес келеді, сол себепті 

4
3

4
3argargarg arctg

x
yz 


  . 

Олай болса 

.5
4
3arctg-sini

4
3arctg-сos5i34- 4

3arctg- 

































i
e  

 
№2.  12

3 iz   дәрежесін есептеңіз. 
Шешімі: z12 дәрежесін табайық, ол үшін алдымен z–тің модулі мен 
аргументін тауып, тригонометриялық пішінін жазу керек. 

213 z , 

=argz=arctg
3

1 =
6


, 

онда 

z=2(cos
6


+isin
6


). 

Муавр формуласы бойынша 

z12=212(cos12
6


+isin12
6


)=212(cos2+isin2)=212. 
 

№3. 3 i  түбірінің мәндерін тауып, олардың комплекс жазықтықтағы орнын 
көрсетіңіз. 

Шешімі: 3 z  түбірінің iz   нүктесіндегі мәнін табайық. iz   саны үшін 

1z  және 
2

arg z  болғандықтан, 

3 z = 3 i =cos
3

2
2

 k
+isin

3

2
2

 k
. 

k=0, 1, 2 тең деп алып, түбірдің барлық 3 мәнін табамыз: 

;
2
1

2
3

6
sin

6
cos1 iiz 
















 

;10
2

sin
2

cos
3

2
2sin

3

2
2cos2 iiiiz 















 
















 



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у 

 х  0 







 






 















 















 


6
sin

6
cos

6
7sin

6
7cos

3

4
2sin

3

4
2cos3



iiiz          

  2
1

2
3

6
sin

6
cos ii 


. 

Осы комплекс сандарды бейнелейтін нүктелер радиусы 1-ге, центрі z=0 жатқан 
шеңберге іштей сызылған дұрыс үшбұрыштың төбелері болып табылады. 

 
 
                                                                  
 
 
 
 
 
 

                         iz
2
1

2
3

3                             iz
2
1

2
3

1   

 
 

№4.  t-,ittz 24  теңдеуімен қандай сызық берілгенін анықтап, 
кескінін жазықтықта өрнектеңіз. 
Шешімі: z=x+iy десек, онда x=t4, y=t2 теңдіктерін аламыз. Бұдан 2yх   түріндегі 
параболаның, у=t20 болғандықтан, жоғарғы жарты жазықтығындағы тармағын 
аламыз. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

№5. Комплекс жазықтықта 
4

3i)-2-arg(z
4


  теңсіздігімен берілген жиынды 

көрсетіңіз. 

Шешімі: 
4

3i)-2-arg(z
4


  жиыны 

4
i)-2-arg(z 
  және 

4
3i)-2-arg(z   

сәулелерімен шектелген. Осы сәулелерге тоқталайық. i2z0   нүктесінен z  

х=у2,  у≥0 

z=t4+it2, -<t<+ 

y 

x 0 

-i 

1 
4
  

z 

R=1 

   i 

-1 

iz 2

2
3

2
3





161 
 

 

нүктесіне жүргізілген вектор мен нақты өстің оң бағытының арасындағы 

бұрышы   i)-2-arg(z)i2-arg(z)z-arg(z 0  . Сол себепті 
4

i)-2-arg(z 
  

сәулесі i2z0   нүктесінен 0x өсінің оң бағытымен 
4


 бұрышын  жасай 

шығатын сәуле болады. Сол сияқты 
4

3i)-2-arg(z   сәулесі i2z0   

нүктесінен 0x өсінің оң бағытымен 
4

3  бұрышын жасай шығатын сәуле болады. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

№ 6.   iiсh sin,32  сандарын алгебралық түрде жазыңыз. 
Шешімі: 

       23sin23cos3sin3cos3sin3cos
2
1

2
32 22

3232

shichieieееiсh
ii




 


, 

1
222

sin
1111

ishееi
i

ее
i
ееi

iiii




. 

 
№ 7.   zezf 2  фунциясы аналитикалық болатынын дәлелдеңіз,  zf   туындысын 
табыңыз. 
Шешімі:  yiyсosee хz 2sin222  , яғни 

    yeyxvyeyxu xx 2sin,,2cos, 22  . 
Сондықтан 

.2cos2,2sin2,2sin2,2cos2 2222 ye
y
vye

x
vye

y
uye

x
u xxxx 














  

Бұдан Коши-Риман шарты бүкіл жазықтықта орындалатынын және дербес 
туындылардың үзіліссіз екенін көреміз. Олай болса  zf  функциясы бүкіл 
жазықтықта дифференциалданады, яғни аналитикалық болады. 

    zxxx eyiyeyeiye
x
vi

x
uzf 2222 22sin2cos22sin22cos2 





 . 

Ескерту: Туындыны туындылар кестесін пайдаланып та табуға болды: 

    zzz ezee 222 22 


. 

y 

x 

1 

0 

4
3i)-2-arg(z 



4
3i)-2-arg(z

4




2 

4
i)-2-arg(z 

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№8. sin5yеy)V(x, -5х  функциясы жорамал бөлігі болатын және f(0)=i шартын 
қанағаттандыратын    yx,Vyx,Uf(z) i  аналитикалық функциясын табыңыз. 
Шешімі:  yx,V  функциясының дербес туындыларын табайық: 

.5cos5

,5sin5

5

5

ye
y
V

ye
x
V

x

x













 
.5sin25

,5sin25

5
2

2

5
2

2

ye
y
V

ye
x
V

x

x













 

02

2

2

2









y
V

x
V

 болатынын көреміз, олай болса  yx,V  гармониялық функция. 

Онда ол қандайда бір аналитикалық f(z) функциясының жорамал бөлігі бола 
алады.    yx,Vyx,Uf(z) i  - сол функция болсын. Бізге  yx,U  функциясын 
табу керек. f(z) аналитикалық болғандықтан  yx,U  және  yx,V  функциялары 
Коши-Риман шарттарын қанағаттандырады: 




























.5sin5

,55

5

5

ye
x
V

y
U

yсose
y
V

x
U

x

x

 

Жүйенің бірінші теңдігін пайдалана отырып  yx,U  функциясын табамыз: 

       yyeydxyeydx
x
UyxU xx  



  5cos5cos5, 55 , 

мұндағы (y) – у айнымалысының кез келген дифференциалданатын 
функциясы. Осы  yx,U  функциясының у айнымалысы бойынша дербес 
туындысын табамыз: 

 yye
y
U x  

  5sin5 5  

Бұл теңдіктен, жүйенің екінші теңдігін ескерсек (y)=0, яғни (y)=C=const 
болатыны шығады. Олай болса 

C5cosy)U(x, 5   ye x . 
Онда 

sin5yiеC5cosy)iV(x,y)U(x,f(z) -5х5   ye x . 
C тұрақтысын f(z) функциясы f(0)=і шартын қанағаттандыратындай етіп таңдап 
аламыз: 

  i1C iC1sin5yiеC5cosif(0)
0

-5х5 


 iye
z

x . 
Сонымен, іздеп отырған аналитикалық функция 

i1-sin5yiе5cosf(z) -5х5   ye x  
функциясы болады. 
№9.  

OAB

dzzf  интегралын ОАВ сынық сызығы бойынша есептеңіз, мұндағы 

13f(z) 2  z ,  0(0, 0), А(1, 2) және В(2, -1). 
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Шешімі: 13f(z) 2  z  бүкіл  комплекс жазықтығында аналитикалық, олай 
болса интегралдың 7-қасиеті бойынша берілген интегралды (39) формуласын 
пайдаланып табуға болады. Бұл арада   00,01 Oz ,   iBz  21,22 , 

      .10)2()2(1313 3

2

0

322
2

1

  



OAB

iz

z

iiizzdzzdzz  

 
№10. 

Г

dzzz  нтегралын есептеңіз, мұндағы 1: zГ , 2arg0  z  жарты шеңбері. 

Шешімі: Берілген шеңбердің параметрлік теңдеуі z=ei, 02 түрінде 
жазылады. Олай болса интегралдың 6-қасиеті бойынша 

  .011022

0

2

0

2

0




   eeedeideeedzzz iiiiii

Г







   

 

№11.    
dz

izz
z

Г
 


21

4
2  тұйық контурлы интегралын Кошидің интегралдық 

теоремасын немесе формуласын қолданып есептеңіз, мұндағы Г төмендегі 
шеңберлердің бірі: а) 24 z ; б) 45  iz ; в) 3z . 
Шешімі:  dzzf

Г
  тұйық контурлы интегралын Г контурымен шектелген тұйық 

облыста  zf  функциясының айрықша нүктесі болмаған жағдайда Коши 
теоремасы бойынша, ал болған жағдайда Кошидің интегралдық формуласын 
қолданып табуға болады. 

Сондықтан бізге, біріншіден,  
   izz

zzf
21

4
2 


  функциясының айрықша 

нүктелерін анықтап алу қажет. Бұл функцияның айрықша нүктелері бөлшектің 
бөлімі нөлге айналатын 11 z  және iz 22   нүктелері болады. Енді а), б), в) 
жағдайларына жеке-жеке тоқталайық. 

а) 
   

dz
izz

z

z

 



24
2 21

4  интегралын есептейік. 11 z  және iz 22   айрықша нүктелерінің 

24 z  шеңбері шектейтін 24 z  тұйық дөңгелегіне тиістілігін тексереміз: 
;2334141 z  

    25242424 22
2  iz . 

 
 
     24 z  
 
 
 
 
 
 

z

y 

  1    2    3    4    5    6 

z1 

x 0 

z2 

2 

 -2i 
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Олай болса 11 z  және iz 22   айрықша нүктелері 24 z  дөңгелегіне тиіссіз, 

яғни  
   izz

zzf
21

4
2 


  функциясы 24 z  дөңгелегінде аналитикалық. Онда 

Кошидің интегралдық теоремасы бойынша 

   
0

21
4

24
2 






dz
izz

z

z
. 

б) 
   

dz
izz

z

iz

 



45
2 21

4  интегралын есептейік. 

;4262515151  iiz  
.4335252  iiiiz  

 
 
      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                              45  iz  
 
Сонымен 45  iz  дөңгелегіне тек iz 22   айрықша нүктесі тиісті болатыны 
шықты. Олай болса  zf  функциясы 45  iz  тұйық облысының iz 22   
нүктелерінен басқа нүктелерінде аналитикалық. Интеграл астындағы 
функцияны Кошидің интегралдық формуласына қолдануға сәйкес түрде жазып 
аламыз: 

   
 
 dz

iz
z
z

dz
izz

z

iziz

 









45

2

45
2 2

1
4

21
4 . 

 21
4





z
zw  функциясы 45  iz  тұйық облысында аналитикалық болғандықтан 

соңғы интегралға Кошидің интегралдық формуласын қолдануға болады: 

 
     

.
5
2

5
4

25
1020

25
121668

34
42

144
42

12
42

1
42

2
1
4

2
2

2
45

2

iiii
i

i
i

i
i
i

z
zidz

iz
z
z

iziz






























   

в) 
   

dz
izz

z

z

 



3
2 21

4  интегралын есептейік. 11 z  және iz 22   айрықша нүктелерінің 

3z  тұйық облысына тиістілігін тексереміз: 

y 

    -4              0                    4 x 

z1 

z2 

-5i 

-2i 
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;3111 z  
3222  iz . 

 
 
        3z  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Сонымен 11 z  және iz 22   айрықша нүктелерінің екеуі де 3z  тұйық 
облысына тиісті болып шықты. Мұндай, яғни облысқа тиісті айрықша нүктелер 
саны бірнеше болған жағдайда берілген интегралды Кошидің көп байланысты 
облыс үшін берілген теоремасы мен интегралдық формуласын қолданып табуға 
болады. 21, ГГ  центрлері сәйкесінше 11 z , iz 22   нүктелерінде орналасқан, бір-
бірімен қилыспайтын және 3z  облысында жатқан шеңберлер болсын. Онда 
Кошидің көп байланысты облыс үшін берілген теоремасы бойынша 

           
dz
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zdz
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ГГz
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










 21
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4
21

4
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4
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3
2  

теңдігі орынды болады. Оң жағындағы интегралдарды оларға Кошидің 
интегралдық формуласын қолдануға қолайлы  түрде жазып аламыз: 
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2 . 

Оң жақтағы интегралдарға Кошидің интегралдық формуласын қолданамыз: 
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№12.  
158

1
2 


zz

zf  функциясын 1<z-2<3 сақинасында Лоран қатарына 

жіктеңіз. 

Шешімі:  
158

1
2 


zz

zf  функциясының айрықша нүктелері 1582  zz  

үшмүшелігінің түбірлері болатын z1=3, z2=5 нүктелері болады. 
 

y 

     z1=1      3 x 0 

z2=-2i 

 3 

-3 

-3 

 Г1 

Г2 



166 
 

 

 
 
                                                          
      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
z1=3, z2=5 айрықша нүктелері 1<z-2<3 сақинасына тиіссіз, онда берілген 
функция бұл сақинада аналитикалық, олай болса ол осы сақинада 






n

n
n zc )2(  

түріндегі Лоран қатарына жіктеледі. Осы жіктелуді табу үшін функцияны 

     








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








3
1

5
1

2
1

53
1

158
1

2 zzzzzz
zf  

түрінде жазып аламыз. 

Енді 
5

1
z

 және 
3

1
z

 бөлшектерінің әрқайсысын z-2 қосындысының 

дәрежелеріне 
t1

1  бөлшегінің 1t  облысында орынды болатын 

1,   t   t t  1
1

1
0

n2 
 





tt
t n

n  

жіктелуін пайдаланып жіктейміз. 

5
1
z

 бөлшегін жіктеу үшін оны 

3
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1
3
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5
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түрінде жазып алып 
t1

1  бөлшегінің жіктелуінде 
3

2


zt  деп алсақ 
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


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жіктеуін аламыз. Бұл жіктеу 1
3

2





zt , яғни z-2<3 ашық дөңгелегінде 

орынды болады. 

3
1
z

 бөлшегін де дәл осылай 

z

      1      2      3           5 x 0  -1 

y 



167 
 

 

 21
1

3
1




 zz
 

түріне келтіріп алып  2z  дәрежелеріне жіктеуге болар еді, бірақ бұл жіктеу 
12  zt  ашық дөңгелегінде ғана орынды болады. Ал біздің сақинада           

z-2>1, сол себепті оның (z-1)-дің теріс дәрежелеріне жіктеуін іздейміз: 

3
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 бөлшегін 

2
11

1
2

1
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түрінде жазып алып 
t1

1  бөлшегінің жіктелуінде 
2

1



z

t  деп алсақ, 1
2

1 



z

t , 

яғни бізге керекті z-2>1 облысында орынды болатын 
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жіктелуін аламыз. 

5
1
z

 және 
3

1
z

 бөлшектері үшін алынған жіктеулердің біріншісі z-2<3 

облысында, ал екіншісі z-2>1 облысында орынды болғандықтан 1<z+1<3 
облысында екі жіктеу де орынды болады. Олай болса )(zf  функциясы үшін 
2<z+1<3 сақинасында 
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zf  

Лоран жіктеуі орынды. 
Төмендегі сұраққа тоқтала кетейік: 

34
1)( 2 


zz

zf  функциясы r<z<R түріндегі сақинасында Лоран қатарына 

жіктелінуі үшін сақина қандай шарттарды қанағаттандыруы керек? 
)(zf  функциясы берілген сақинада Лоран қатарына жіктелінуі үшін бұл 

сақинада функцияның айрықша z1=1, z2=3 нүктелері болмауы керек, яғни 
сақина келесі шарттардың біреуін қанағаттандыруы керек: 

.3;30;10  RzrRzrRzr  
 
№13.   zzf 2cos1  функциясының нөлдерін тауып, олардың ретін анықтаңыз. 
Шешімі:  zf =0 теңдеуінен функцияның нөлдері 

 02cos1 z  12cos z   ,...2,1,0,122  kkz   

,...2,1,0,
2

 kkzk
  

нүктелері болатынын табамыз. Енді,  zf  функциясының туындыларының осы 
нөлдердегі мәндерін қарастырамыз: 
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    ,012sin22sin2
2

2sin2
2







 






   kkkkf  

    0412cos42cos4
2

2cos4
2







 






   kkkkf . 

Олай болса, анықтама 22 бойынша, ,...2,1,0,
2

 kkzk
  нүктелері берілген 

функцияның екінші ретті нөлдері болып табылады. 
 
№14. 
а) 

1

1)( 1




zе
zf  функциясының айрықша нүктелерін табыңыз және оларды 

сипаттаңыз; 
б) z  нүктесін сипаттаңыз. 
Шешімі:  zf  функциясының айрықша нүктелері бөлшектің бөліміндегі 

  1
1

 zеzg  функциясының нөлдері мен z
1

 бөлшегінің бөлімі нөлге айналатын 

0z  нүктесі болады. 
 zg  функциясының нөлдерін табайық: 
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Сонымен  zg  функциясының нөлдері 

  Zm
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zm 

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нүктелері болатынын алдық. Енді осы нөлдердің ретін анықтайық. Ол үшін  zg  
функциясының туындысының осы нөлдердегі мәндерін қарастырамыз: 
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  0 mzg , онда, анықтама 22 бойынша, mz  нүктесі  zg  функциясының бірінші 

ретті нөлі болады. Олай болса mz  нүктесі    zg
zf 1  функциясының бірінші 

ретті полюсі болып табылады. 0z  айрықша нүктесі, 0lim 
 mm

z  болғандықтан 
оқшауланған айрықша нүкте бола алмайды, себебі тізбектің шегінің 
анықтамасы бойынша 0z  нүктесінің кез келген аймағында mz  нүктесі 
табылады, яғни 0z  нүктесінің өзінен басқа айрықша нүкте болмайтын аймағы 
табылмайды. 
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№15.   2
3
 zezf  функциясының 2z  айрықша нүктесіндегі шегермесін 

табыңыз. 
Шешімі: Берілген  zf  функцияның 2z  айрықша нүктесіндегі шегермесі 

анықтама бойынша   2
3
 zezf  функциясының Лоран қатарына 2z  дәрежесі 

бойынша жіктелуінің 1с  коэффициентіне тең.  zf  функцияның Лоран 
қатарына жіктелуін жазамыз: 
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Бұдан 
31 с  

екені шығады. 
Олай болса ізделінді шегерме 
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№16.  

Г

dzzf  тұйық контурлы интегралын шегерме теориясын қолданып 

есептеңіз, мұндағы  
   izz
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21

4
2 


 , ал Г контуры z=3 шеңбері. 

Шешімі:  
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  функциясының 11z  және iz 22   екі айрықша нүктесі 

бар. Олардың екеуі де z=3 шеңберінің ішінде жатады (көз жеткізіңіз). 
Шегерме туралы негізгі теорема бойынша  
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z=1 айрықша нүктесі  zf  функциясының екінші ретті полюс. Олай болса біз 
(58) формуласын қолдана аламыз: 
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ал z=-2i айрықша нүктеcі жай полюс, сондықтан (59) формуласы бойынша 
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Шегермелердің алынған мәндерін жоғарғыдағы теңдікке қойсақ 
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теңдігіне келеміз. 
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№17.   tettf 2  түпнұсқасының кескінін табыңыз. 
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 
 ttet

p













 21
1

 немесе  3
2

1
!2



p

et t . 

 
 31

!2



p

pF . 

 
№18.  tf  түпнұсқасының график бойынша кескінін табыңыз. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Шешімі:  tf  функциясын жалпыланған бірлік  t 1  функциясы арқылы 
өрнектеп аламыз: 

         аtаtаtаtt 4333222f   1 1 1 1 . 

Бұдан, сызықтылық қасиеті мен    pe
p

t  1
 1  сәйкестігі бойынша (101-бетті 

қараңыз) 
          аpаpаpаp e

p
e

p
e

p
e

p
аtаtаtаtt 432 131312124333222f    1 1 1 1  

Сонымен  tf  түпнұсқасының кескіні 

  аpаpаpаp e
p

e
p

e
p

e
p

pF 432 3322    

болып табылады. 
 
№19. Берілген     1061

23
2 


ppp
ppF  кескіні бойынша түпнұсқасын табыңыз. 

Шешімі: Берілген функцияны белгісіз коэффициенттер тәсілі арқылы жай 
бөлшектердің қосындысына келтіреміз: 

   f(t) 

4а 
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       








 110623
10611061

23 2
22 pCBpppAp

pp
CBp

p
A

ppp
p  

     




























4
2,0

2,0

210
36

0
231062

C
B
A

CA
CBA

BA
pCApCBApBA . 

Олай болса 

  .
106
42,0

1
2,0

2 





pp
p

p
pF  

Екінші бөлшектің бөліміндегі өрнектен толық квадрат бөліп шығарамыз: 
 

  13
42,0

1
2,0

2 






p

р
p

pF  

немесе 

   
      .

13
6,3

13
32,0

1
2,0

13
46,032,0

1
2,0

222 














pp
p

pp
p

p
pF  

Сызықтылық қасиеті мен 

    2222 sin,cos,1

















ap
te

ap
apte

ap
e atatat  

сәйкестіктері бойынша 
  teteepF ttt sin6,3cos2,02,0 33   

сәйкестігін аламыз. Сонымен 
  teteet ttt sin6,3cos2,02,0f 33  .  

 
№20. tеуyy 332   дифференциалдық теңдеуінің     00,00  уу  
шарттарын қанағаттандыратын шешімдерін табыңыз. 
Шешімі:     YpYty   болсын. Дифференциалдық теңдеуде түпнұсқалардан 
кескіндерге көшсек 

       



3

1302002

р
YуpYууpYp

3
1322




р
YpYYp  

операторлық теңдеуін аламыз. Теңдеуден Y  кескінін табамыз: 

  231
1




рр
Y  

Енді Y  кескінінен  ty  түпнұсқасына көшу керек. Түпнұсқаға 
  231

1
 рр

 

бөлшегін қарапайым бөлшектерге жіктеу арқылы көшуге болады: 

    
,

13331
1

22 








 р
С

р
В

р
А

рр
 

бұдан 
      231311  рСррВрА . 

теңдігі шығады. 
Соңғы теңдікте 1р  деп алсақ 

16
1С , 
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3р  деп алсақ 
4
1А  екендігі шығады. 

А  мен С  мәндерін қойып алып, 0р  деп алсақ, 
16
1В  болатынын көреміз. 

А , В ,С  тұрақтыларының мәндерін қоямыз: 

     116
1

316
1

34
1

2 








ррр
Y . 

Енді Y  түпнұсқасын табамыз: 
ttt eeteу 

16
1

16
1

4
1 33 . 

 

№21. 
2

cos223 teyyy t  дифференциалдық теңдеуінің     00,10  yy  

шарттарын қанағаттандыратын шешімін операциялық әдіспен табыңыз. 
Шешімі:     YpYty   болсын. Онда (80), (81) және 

  22cos








ap
apteat  

формулалары бойынша 
        ,100  pYyppYty  
          ,00 22 ppYpypypYpty   

 
.

4
11

12
2

cos2
2 




p

ptet  

Дифференциалдық теңдеуде түпнұсқалардан кескіндерге көшсек 

     
 

4
11

12233
2

2






p

ppYpPYppYp  

операторлық теңдеуін аламыз. Теңдеуден  pY  кескінін табамыз: 

  
 

,3

4
11

1223
2

2 



 p

p

ppppY  

 
        ,21

3

21
4
11

12
2 










 




pp
p

ppp

ppY  

 
      21

3

2
4
11

2
2 










 


pp

p

pp
pY . 

Енді  pY  кескінінен  ty  түпнұсқасына көшу керек. Түпнұсқаға 

      21
3

2
4
11

2
2 










  pp

p

pp
 бөлшегін қарапайым бөлшектерге жіктеу арқылы 

көшуге болады: 
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     
,

2
4
112

4
11

2
22 













  p

C

p

BAp

pp

 

     ,
4
1122 2






  pCpBAp  

2p  болса .6,1
4
52  CC  

23626,1222 22  ppBBpApAp  

.6,1
0

2,320
222

1

0







A
B

BA
B

p
p  

Сонымен, 
     

.
2

6,1

4
11

6,1

2
4
11

2
22 













  pp

p

pp

 

   2121
3










p
E

p
D

pp
p , 

   123  pEpDp , 
2p  болса .1E  
1p  болса .22  DD  

Демек, 
   2

1
1

2
21

3









pppp

p . 

Бұдан 

 
     






























1
2

2
6,0

4
11

6,1

4
11

6,16,1
2

1
1

2
2

6,1

4
11

6,1
222 pppp

p
pppp

pY  

   
.

1
2

2
6,0

4
11

2
1

2,3

4
11

16,1
22 











pppp

p  

Енді, 

   
atatat e

p
te

ap
te

ap
ap











1

1,sin,cos
2222 





 

қатыстарын және сызықтық қасиетті пайдаланып  pY  түпнұсқасын табамыз: 

  .26,0
2
1sin2,3

2
1cos6,1 2 tttt eetetety   

№22. 







t

t

eуx
eyx

 

дифференциалдық теңдеулер жүйесінің     20,10  yx  шарттарын 
қанағаттандыратын шешімін табыңыз. 
Шешімі:  

        YpYtyyXpXtxx  ;  
болсын. Онда, берілген шарттар негізінде, 

2;1  pYypXx  
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болатынын аламыз. 
Берілген жүйеде бейнелерге көшу арқылы 
















1
12

1
11

p
XpY

p
YpX

 

операторлық теңдеулер жүйесін аламыз. Осы алгебралық теңдеулер жүйесін 
шеше отырып 

 
 






.2

,2
tshtchtty

tchtshtchttx
 

шешіміне келеміз. 
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9 ТЕСТ ТАПСЫРМАЛАРЫ 
 
1. Комплекс саны аргументінің өзгеру аралығын көрсетіңіз. 
 
A) (  ; ] 
B) [  ; ] 
C) [ 2;0 ] 
D) ( 2;0 ] 

E) ( 
 ;
2

 ] 

 

2. n z  мәндерін есептеу формуласын көрсетіңіз. 
 

A) 













 







 

n
ki

n
kzn

 2sin2cos , k=0,1,2,....,n 

B) 













 







 

n
ki

n
kzn

 2sin2cos , k=0,1,2,....,n-1 

C) 













 







 

n
i

n
zn

 2sin2cos  

D) 













 







 

n
ki

n
kzn

2sin2cos 
, k=0,1,2,....,n-1 

E) 













 







 

n
ki

n
k  2sin2cos , k=0,1,2,....,n-1 

 
3. Екі комплекс санның көбейтіндісінің формуласын көрсетіңіз. 
 
A) z1·z2=|z1|+|z2|·(cos(φ1+φ2)+isin(φ1+φ2)) 
B) z1·z2=|z1|·|z2|·(cos(φ1·φ2)+isin(φ1·φ2)) 
C) z1·z2=|z1|·|z2|·(cos(φ1+φ2)+isin(φ1+φ2)) 
D) z1·z2=|z1·z2|·(cos(φ1+φ2)-isin(φ1+φ2)) 
E) z1·z2=|z1|·|z2|·(cos(φ1+φ2)-isin(φ1+φ2)) 
 
4. Екі комплекс санның бөліндісінің формуласын көрсетіңіз. 
 

A)     2121
2

1

2

1 sincos   i
z
z

z
z  

B)     212121
2

1 sincos   izz
z
z

 

C) 




























2

1

1

2

2

1

2

1 sincos




 i

z
z

z
z
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D)     2121
2

1

2

1 sincos   i
z
z

z
z

 

E)     2121
2

1

2

1 sincos   i
z
z

z
z

 

 
5. Екі комплекс санның көбейтіндісінің аргументі неге тең? 
 

A) 
1

2

zАrg
zАrg

 

B) Arg z1·Arg z2 
C) Arg z1-Arg z2 
D) Arg (z1+z2) 
E) Arg z1+Arg z2 
 
6. Екі комплекс санның қатынасының аргументі неге тең? 
 
A) Arg z1-Arg z2 
B) Arg z1:Arg z2 
C) Arg z1+Arg z2 
D) Arg(z1-z2) 
E) 21 zАrgzАrg   
 
7. еiφ өрнегі үшін Эйлер формуласын көрсетіңіз. 
 
A) cosφ + sinφ 
B) cosφ – isinφ 
C) cosφ + isinφ 
D) cosφ – sinφ 
E) isinφ 
 
8. е-iφ өрнегі үшін Эйлер формуласын көрсетіңіз. 
 
A) cosφ – sinφ 
B) cosφ + isinφ 
C) cosφ + sinφ 
D) cosφ – isinφ 
E) isinφ 
 
9. ln z мәндерін есептеу формуласын көрсетіңіз. 
 
A) ln|z| + i(arg z+2πk) 
B) ln z + i(arg z+2πk) 
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C) ln|z| + arg z+2πk 
D) ln|z| + iarg z+2πk 
E) ln|z| + iarg z 
 
10. z  комплекс санының аргументін көрсетіңіз. 
 
A) –Arg z 
B) Arg (-z) 
C) –Arg z+π 
D) –Arg z –π 
E) Arg z+πk 
 
11. еz функциясының дәрежелік қатарға жіктелу формуласын көрсетіңіз. 
 

A) 


1 !n

n

n
z

 

B) 


0 !n

n

n
z  

C) 






0

1

!n

n

n
z

 

D) 


0

2

!2n

n

n
z  

E) 


 0 !)1(n

n

n
z  

 
12. sin z функциясының дәрежелік қатарға жіктелу формуласын көрсетіңіз. 
 

A)  







0

12

!2
1

n

n
n

n
z  

B)    









2

22

!12
1

n

n
n

n
z  

C)    









0

12

!12
1

n

n
n

n
z  

D)    









0

22

!12
1

n

n
n

n
z  

E)    


 


0 !12
1

n

n
n

n
z  

 
13. cos z функциясының дәрежелік қатарға жіктелу формуласын көрсетіңіз. 
 

A)    









0

12

!12
1

n

n
n

n
z  
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B)    


 


0 !12
1

n

n
n

n
z  

C)    









0

22

!12
1

n

n
n

n
z  

D)  





0

2

!2
1

n

n
n

n
z  

E) 


0

2

!2n

n

n
z  

 
14. w=za дәрежелік функцияның анықтамасын көрсетіңіз. 
 
A) ea·ln z, z≠1 
B) ea·ln z 
C) ezln a 
D) ezln a, a≠0 
E) ea·ln z, z≠0 
 
15. w=az көрсеткіштік функциясының анықтамасын көрсетіңіз. 
 
A) ez ln a, a≠0 
B) ea·ln z 
C) ez ln a 
D) ezln z, a≠0 
E) ea·ln z, z≠1 
 
16. sin z функциясының формуласын көрсетіңіз. 
 

A) 
2

zizi ee   

B) 
i
ee zizi

2

  

C) 
i
ee zizi

2

  

D) i
ee zz

2


 

E) 
i
ee zizi   

 
17. cos z функциясының формуласын көрсетіңіз. 
 

A) i
ee zizi

2


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B) 2

zizi ee 
 

C) 2

zizi ee 
 

D) i
ee zz

2


 

E) 
i
ee zizi 

 

 
18. sh z функциясының формуласын көрсетіңіз. 
 

A) i
ee zz

2


 

B) 2

zizi ee 
 

C) i
ee zizi

2


 

D) 2

zz ee 
 

E) i
ee zizi 

 

 
19. ch z функциясының формуласын көрсетіңіз. 
 

A) i
ee zizi 

 

B) 2

zizi ee 
 

C) i
ee zizi

2


 

D) 
i
ee zz

2


 

E) 2

zz ee 
 

 
20. Коши-Риман шарты: 
 

A) 
x
v

y
u

y
v

x
u













   ,  
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B) 
x
v

y
u

y
v

x
u













   ,  

C) 
x
v

y
u

y
v

x
u













   ,  

D) 
x
v

y
u

y
v

x
u













   ,  

E) 
у
v

y
u

х
v

x
u











   ,  

 
21.    yxivyxuw ;;   функциясының туындысын көрсетіңіз. 
 

A) 
x
vi

x
u





  

B) 
x
vi

x
u








 

C) 
y
vi

x
u






  

D) 
x
vi

y
u






  

E) 
x
v

x
u





  

 
22. C доғасы бойынша      yxviyxuzf ;;   функциясының интегралын 
есептеу формуласын көрсетіңіз. 
 
A)     

c c c
udxvdyivdxudydtzf  

B)     
c c c

udyvdxivdyudxdtzf  

C)     
c c c

udyvdxivdyudxdtzf  

D)     
c c c

udyvdxivdyudxdtzf  

E)     
c c c

udyvdуivdхudxdtzf  

 
23. D  бір байламды облысында аналитикалық болатын функцияның 
интегралдау формуласын көрсетіңіз ( Dz 1 , Dz 2 ). 
 
A)    22

2

1

zfidzzf
z

z
    
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B)   0
2

1

 
z

z
dzzf  

C)    12
2

1

zfidzzf
z

z
    

D)           DzzfzFzFzFdzzf
z

z
      ,'   ,

2

1

12
 

E)   idzzf
z

z
2

2

1

   

 
24. D бір байламды облысында аналитикалық функция үшін Кошидің 
интегралдық теоремасын көрсетіңіз. 
 
A)   

с
idzzf 2  

B)  
 

с
dz

zz
zf 0

0

 

C)     
с

zfidz
zz
zf

0
0

2  

D)       
2

1

12

z

z
zFzFdzzf  

E)   
c

dzzf 0  

 
25. Кошидің интегралдық формуласын көрсетіңіз. 
 

A)     
с

zfidz
zz
zf

0
0

2  

B)   
c

dzzf 0  

C)  
 

с
dz

zz
zf 0

0

 

D)   
с

idzzf 2  

E)       
2

1

12

z

z
zFzFdzzf  

 
26. z=-1+ 3 i комплекс санын тригонометриялық түрде жазыңыз. 
 

A) 





 

3
2sin

3
2cos2  i  

B) 





 

3
sin

3
cos2  i  
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C) 





 

3
5sin

3
5cos2  i  

D) 





 

3
sin

3
cos2  i  

E) 





 

6
sin

6
cos2  i  

 
27. z=1+i комплекс санын тригонометриялық түрде жазыңыз. 
 

A) 





 

6
sin

6
cos2  i  

B) 





 

4
sin

4
cos2  i  

C) 





 

3
2sin

3
2cos2  i  

D) 





 

3
sin

3
cos2  i  

E) 





 

6
5sin

6
5cos2  i  

 
28. 22 z i комплекс санын тригонометриялық түрде жазыңыз. 
 

A) 





 

3
sin

3
cos2  i  

B) 






















6
sin

6
cos2  i  

C) 






















4
sin

4
cos2  i  

D) 





 

3
2sin

3
2cos2  i  

E) 





 

4
3sin

4
3cos2  i  

 
29. z=-1- 3 i комплекс санын тригонометриялық түрде жазыңыз. 
 

A) 






















3
2

sin
3

2
cos2

 i  

B) 





 

3
2sin

3
2cos2  i  
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C) 





 

6
5sin

6
5cos2  i  

D) 






















3
sin

3
cos2  i  

E) 





 

6
sin

6
cos2  i  

 
30. z=- 3 -i комплекс санын тригонометриялық түрде жазыңыз. 
 

A)    





 

6
5sin

6
5cos2  i  

B) 





 

6
5sin

6
5cos2  i  

C) 





 

6
sin

6
cos2  i  

D) 





 

3
sin

3
cos2  i  

E) 





 

3
2sin

3
2cos2  i  

 
31. 31z i комплекс санын көрсеткіштік түрде жазыңыз. 
 

A) 
i

e 32



 

B) 
i

e 32


 

C) 
i

e 6
5

2


 

D) 
i

e 3
2

2


 

E) 
i

e 6
5

2



 

 
32. iz 31  комплекс санын көрсеткіштік түрде жазыңыз. 
 

A) 62
і

e  

B) 3
2

2
і

e  

C) 6
5

2
і

e  
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D) 32
і

e


 

E) 3
2

2
і

e


 
 
33. iz  3  комплекс санын көрсеткіштік түрде жазыңыз. 
 

A) 62
і

e


 

B) 6
5

2
і

e  

C) 32
і

e


 

D) 3
2

2
і

e  

E) 42
і

e


 
 
34. 31z i комплекс санын көрсеткіштік түрде жазыңыз. 
 

A) 32
і

e


 

B) 3
2

2
і

e  

C) 6
5

2
і

e  

D) 62
і

e


 

E) 62
і

e  
 
35.  3z i комплекс санын көрсеткіштік түрде жазыңыз. 
 

A) 6
5

2
і

e  

B) 62
і

e  

C) 62
і

e


 

D) 3
2

2
і

e  
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E) 32
і

e


 
 

36. 





  i

2
sin 

 комплекс санын алгебралық түрде жазыңыз. 

 
A) 1ch  
B) isin  
C) 2cos  
D) 1ch  
E) 1ish  
 

37. 





  i

2
cos 

 
комплекс санын алгебралық түрде жазыңыз. 

 
A) 1sh  
B) 1ish  
C) 1ich  
D) 1ch  
E) 1sh  
 
38.  i2sin  комплекс санын алгебралық түрде жазыңыз. 
 
A) 1ich  
B) 1ish  
C) 1ish  
D) 1ich  
E) 1ch  
 
39.  icos  комплекс санын алгебралық түрде жазыңыз. 
A) 1ch  
B) 1ch  
C) 1ish  
D) 1ich  
E) 1sh  
 

40. 





  i

2
3sin 

 комплекс санын алгебралық түрде жазыңыз. 

 
A) 1ch  
B) 1ch  
C) 1ish  
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D) 1ish  
E) 1sh  
 
41. 2і өрнегінің негізгі мәнін табыңыз. 
 
A) 2lnsini  
B) i2cos  
C) 2lni  
D) 2lnsin2lncos i  
E) 2lncosi  
 
42. 2-і өрнегінің негізгі мәнін табыңыз. 
 
A) 2lnsin2lncos i  
B) 2lnsin2lncos i  
C) i2cos  
D) 2lni  
E) 2lncosi  
 
43. 3і өрнегінің негізгі мәнін табыңыз. 
 
A) 3lnsini  
B) i3cos  
C) 3lni  
D) 3lnsin3lncos i  
E) 3lncosi  
 
44. 3-і өрнегінің негізгі мәнін табыңыз. 
 
A) 3lnsin3lncos i  
B) 3lnsin3lncos i  
C) i3cos  
D) 3lni  
E) 3lncosi  
 
45. 4і өрнегінің негізгі мәнін табыңыз. 
 
A) 4lnsini  
B) i4cos  
C) 4lni  
D) 4lnsin4lncos i  
E) 4lncosi  
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46. i  түбірінің барлық мәндерін табыңыз. 
 

A) 
2
3

2
1 i ;  

2
3

2
1 i  

B) 
2
2

2
2 i ;  

2
2

2
2 i  

C) 
2
3

2
1 i ;  

2
3

2
1 i  

D) 
2
3

2
1 i ;  

2
3

2
1 i  

E) 
2
2

2
2 i ;  

2
2

2
2 i  

 
47. i4  түбірінің барлық мәндерін табыңыз. 
 
A) 22 i ;  22 i  
B) 22 i ;  22 i  
C) 31 i ;  31 i  
D) 31 i ;  31 i  
E) 31 i ;  31 i  
 
48. i9  түбірінің барлық мәндерін табыңыз. 
 

A) 









2
2

2
23 i ; 










2
2

2
23 i  

B) 









2
2

2
23 i ; 










2
2

2
23 i  

C) 









2
2

2
23 i ; 










2
2

2
23 i  

D) 





 

2
1

2
13 i ; 






 

2
1

2
13 i  

E) 





 

2
1

2
13 i ; 






 

2
1

2
13 i  

 
49. i9  түбірінің барлық мәндерін табыңыз. 
 

A)  22
2
3 i ;   22

2
3 i  
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B) 22 i ;  22 i  
C) 31 i ;  31 i  
D) 31 i ;  31 i  
E)  314 i ;   314 i  
 
50. i16  түбірінің барлық мәндерін табыңыз. 
 

A) 
2
3

2
1 i ;  

2
3

2
1 i  

B) 
2
2

2
2 i ;  

2
2

2
2 i  

C) 
2
3

2
1 i ;  

2
3

2
1 i  

D) 
2
3

2
1 i ;  

2
3

2
1 i  

E) 2222 i ;  2222 i  
 
51. Есептеңіз:  .31ln i  
 

A) 3
2ln i  

B) 
3

22ln i  

C) 6
52ln i  

D) 6
2ln i  

E) 6
2ln i  

 
52. Есептеңіз:  .1ln i  
 

A) 
6

52ln i  

B) 4
32ln i  

C) 4
2ln i  
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D) 3
2ln i  

E) 
6

2ln i  

 
53. Есептеңіз:  .22ln i  
 

A) 3
2ln i  

B) 6
2ln i  

C) 4
2ln i  

D) 3
22ln i  

E) 4
32ln i  

 
54. Есептеңіз:  .3ln i  
 

A) 6
52ln i  

B) 6
2ln i  

C) 6
2ln i  

D) 3
22ln i  

E) 3
2ln i  

 
55. Есептеңіз:  .31ln i  
 

A) 3
22ln i  

B) 
3

22ln i  
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C) 3
2ln i  

D) 6
52ln i  

E) 6
52ln i  

 

56. Есептеңіз: 
  

   


c ziz
dzz

822
2cos3

,   С: .11  iz  

 
A) 0 
B) i  
C) i2  

D) i
2
1

 

E) i3  
 

57. Есептеңіз: 
 
 dz

izz
iz

c
 


3

3

,   С: .
2
1

 iz  

 
A) i  
B) 0 
C) i2  

D) i
2
1

 

E) i3  
 

58. Есептеңіз:  dz
izz

z

c
 


3

2 1
,   С: .11  iz  

 
A) i2  
B) i  
C) 0 

D) i
2
1

 

E) i3  
 

59. Есептеңіз:    
dz

izz
z

c
  31

sin
2 ,   С: .121  iz  
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A) i
2
1

 

B) i  
C) i2  
D) 0 
E) i3  
 

60. Есептеңіз:    
dz

izz
zz

c
 


21

sin
2

2

,   С: .12  iz  

 
A) i3  
B) i  
C) i2  

D) i
2
1

 

E) 0 
 

61. Есептеңіз:  dz
izz

e

c

z

 2

2

,  С: 2
1

 iz . 

 
A) 0 
B) i  
C) i2  

D) i
2
1

 

E) i3  
 

62. Есептеңіз: 
 
   

dz
ziz

zz

c
 


3

54
2

32

,  С: 122  iz . 

 
A) 0 
B) i  
C) i2  

D) i
2
1

 

E) i3  
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63. Есептеңіз: 
 

   dz
zz

z

c
 


31

4
2

2

,  С: 122  iz . 

 
A) 0 
B) i  
C) i2  

D) i
2
1

 

E) i3  
 

64. Есептеңіз: 
 
   

dz
zz

zz

c






49
5sin3

2

2

,  С: 141  iz . 

 
A) 0 
B) i  
C) i2  

D) i
2
1

 

E) i3  
 

65. Есептеңіз: 
 
  dz
zz

z

c
 


4
23sin

2 ,  С: .11  iz  

 
A) 0 
B) i  
C) i2  

D) i
2
1

 

E) i3  
 

66. Тұйық контур бойынша интегралды есептеңіз:  


C z
dzz
)2(

)1(
,   C:|z-2-i|=5. 

 

A) і
9
2

  

B) і
8
5

  

C) і
2

11
  
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D) і6  

E) і
3
2

 

 

67. Тұйық контур бойынша интегралды есептеңіз: 
 




C z
dzz

2
5

,   C:|z+i|=2. 

 
A) 0 

B) і
2
5

  

C) і2  
D) і2  
E) і3  
 

68. Тұйық контур бойынша интегралды есептеңіз:  C iz
dzz

2

6

)( ,   C:|z-1+2i|=2. 

 
A) і3  
B) 0 
C) і2  

D) і
8
5

  

E) і  
 

69. Тұйық контур бойынша интегралды есептеңіз:  


C

iz

iz
dze )1(

,   C:|z-1+2i|=2. 

 

A) і
8
5

  

B) і4  

C) і
2
11

  

D) 2  
E) і  
 

70. Тұйық контур бойынша интегралды есептеңіз:   


C

z

z
dze

2

1

1
)2(

,   C:|z+1-i|=3. 
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A) і2  

B) і
3
4

  

C) і
2
11
  

D) і
8
5

  

E) і  
 

71. Тұйық контур бойынша интегралды есептеңіз: 
 

 
dz

z
е

C

z

 



2

13

1
,   C:|z-2-i|=3. 

 

A) ³
8
5

  

B) і
25
12

  

C) і
25
11

  

D) і6  

E) і
25
2

 

 

72. Тұйық контур бойынша интегралды есептеңіз:  


C z
dzz
2

2

)2(
)1(

,   C:|z-1-i|=3. 

 
A) і8  

B) і
9
2

  

C) і
8
5

  

D) і  

E) і
3
2

 

 

73. Тұйық контур бойынша интегралды есептеңіз: 
 




C z
dzz

2
13

,   C:|z-i|=2. 
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A) і  
B) і6  

C) і
2

11
  

D) і
8
5

  

E) і
3
2

 

 

74. Тұйық контур бойынша интегралды есептеңіз:  


C z
dzz

2)2(
)3( ,   C:|z-2-i|=4. 

 

A) і
3
2

 

B) і
9
2

  

C) і2  

D) і
8
5

  

E) і  
 

75. Тұйық контур бойынша интегралды есептеңіз:  


C iz
dzz
2)(

)54(
,   C:|z+i|=2. 

 

A) 
3
2

  

B) і
9
2

  

C) і
2

11
  

D) і
8
5

  

E) і8  
 

76.  

6
sin

1
3

9

zzz

ezf
z




  функциясы үшін z=0 айрықша нүктесінің cипаттамасын 

анықтаңыз. 
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A) 4 ретті полюс 
B) 3 ретті полюс 
C) 1 ретті полюс 
D) Маңызды айрықша нүкте 
E) Түзетілетін айрықша нүкте 
 

77.  

2
1cos

88sin
2zz

zzzf



  функциясы үшін z=0 айрықша нүктесінің cипаттамасын 

анықтаңыз. 
 
A) 4 ретті полюс 
B) 1 ретті полюс 
C) 3 ретті полюс 
D) Маңызды айрықша нүкте 
E) Түзетілетін айрықша нүкте 
 

78.  
ze

zchzf z 



1

15
 функциясы үшін z=0 айрықша нүктесінің cипаттамасын 

анықтаңыз. 
 
A) 4 ретті полюс 
B) 1 ретті полюс 
C) Түзетілетін айрықша нүкте 
D) 3 ретті полюс 
E) Маңызды айрықша нүкте 
 

79.  

6

1cos
3

2

zzshz

zzf



  функциясы үшін z=0 айрықша нүктесінің cипаттамасын 

анықтаңыз. 
 
A) Маңызды айрықша нүкте 
B) 4 ретті полюс 
C) 3 ретті полюс 
D) 1 ретті полюс 
E) Түзетілетін айрықша нүкте 
 

80.   2
4
zzezf   функциясы үшін z=0 айрықша нүктесінің сипаттамасын 

анықтаңыз. 
 
A) 3 ретті полюс 
B) 1 ретті полюс 
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C) Түзетілетін айрықша нүкте 
D) 4 ретті полюс 
E) Маңызды айрықша нүкте 
 

81. 

2
1

66)( 2zchz

zzshzf



  функциясы үшін z=0 айрықша нүктесінің cипаттамасын 

анықтаңыз. 
 
A) 1 ретті полюс 
B) 4 ретті полюс 
C) 3 ретті полюс 
D) Маңызды айрықша нүкте 
E) Түзетілетін айрықша нүкте 
 

82.   2

6sin
z

zzf   функциясы үшін z=0 айрықша нүктесінің cипаттамасын 

анықтаңыз. 
 
A)  Маңызды айрықша нүкте 
B) Түзетілетін айрықша нүкте 
C) 1 ретті полюс 
D) 4 ретті полюс 
E) 3 ретті полюс 
 

83.  
ze
zzzf z 




1
44sin

 функциясы үшін z=0 айрықша нүктесінің сипаттамасын 

анықтаңыз. 
 
A) Түзетілетін айрықша нүкте 
B) 4 ретті полюс 
C) 3 ретті полюс 
D) Маңызды айрықша нүкте 
E) 1 ретті полюс 
 

84.   2
4 5cos

z
zzf   функциясы үшін z=0 айрықша нүктесінің сипаттамасын 

анықтаңыз. 
 
A) Маңызды айрықша нүкте 
B) Түзетілетін айрықша нүкте 
C) 1 ретті полюс 
D) 4 ретті полюс 
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E) 3 ретті полюс 
 

85.  

2

1
2

3

zzchz

ezf
z




  функциясы үшін z=0 айрықша нүктесінің сипаттамасын 

анықтаңыз. 
 
A) 1 ретті полюс 
B) 4 ретті полюс 
C) 3 ретті полюс 
D) Маңызды айрықша нүкте 
E) Түзетілетін айрықша нүкте 
 
86. w=(x2–y2–3х+1)+i(2xy–3y) функциясының z=0 нүктесіндегі туындысын 
табыңыз. 
 
A) -3 
B) 0 
C) 2 
D) 1 
E) 3 
 
87. w=(1-siny·ex)+icosy·ex функциясының z=0 нүктесіндегі туындысын табыңыз. 
 
A) i 
B) 0 
C) 2 
D) -3 
E) 1 
 
88. w= )yyx3(i)xy3x( 3223   функциясының z=i нүктесіндегі туындысын 
табыңыз. 
 
A) 3 
B) 0 
C) 2 
D) -3 
E) 1 
 
89. w=(x3–3xy2+2x)+i(3x2y–y3+2y) функциясының z=0 нүктесіндегі туындысын 
табыңыз. 
 
A) 2 
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B) 0 
C) 3 
D) -3 
E) 1 
 
90. w=e–2ycos2x+ie–2ysin2x функциясының z=0 нүктесіндегі туындысын 
табыңыз. 
 
A) 2і 
B) 0 
C) 2 
D) -3 
E) 1 
 
91. w=(3x2–3y2+x+1)+i(6xy+y) функциясының z=0 нүктесіндегі туындысын 
табыңыз. 
 
A) 1 
B) 0 
C) 2 
D) -3 
E) 3 
 
92. w= )yxsine(i)xxcose( yy    функциясының z=0 нүктесіндегі 
туындысын табыңыз. 
 
A) 1+i 
B) 0 
C) 2 
D) 3 
E) 1 
 
93. w=(x2–y2)+2xyi функциясының z=0 нүктесіндегі туындысын табыңыз. 
 
A) 0 
B) 3 
C) 2 
D) -3 
E) 1 
 
94. w=(e–ysinx+y)-i(e–ycosx+x) функциясының z=0 нүктесіндегі туындысын 
табыңыз. 
 
A) 1-і 
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B) 0 
C) 2 
D) -3 
E) 1 
 
95. w=(x3–3xy2-4x)+i(3x2y–y3-4y) функциясының z=1 нүктесіндегі туындысын 
табыңыз. 
 
A) -1 
B) 0 
C) 2 
D) -3 
E) 1 
 
96. f (t) түпнұсқасы бойынша F (р) бейнесін табыңыз: cos t2 . 
 

A) 
)4(

2
2

2




pp
p  

B) 
)4(

12
2

2




p
p

 

C) )4(
2



pp
p

 

D) 
)4(

32
3

2




pp
p  

E) 
)1(

2
2

7




pp
p

 

 
97. f(t) түпнұсқасы бойынша F(р) бейнесін табыңыз: te t 2sin3 . 
 

A) 
4)3(

2
2 p

 

B) 
5)3(

1
2 p

 

C) 
4)8(

3
2 p

 

D) 
7)3(

3
2 p

 

E) 
9)5(

2
2 p

 

 
98. f(t) түпнұсқасы бойынша F(р) бейнесін табыңыз: te t2 . 
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A) 2)2(
1
p

 

B) 2)3(
1
p

 

C) 2)7(
1
p

 

D) 2)22(
1
p

 

E) 2)23(
1
p

 

 
99. f(t) түпнұсқасы бойынша F(р) бейнесін табыңыз: t 3 . 
 

A) 4

6
p

 

B) 4

3
p  

C) 4
7
p

  

D) 4

5
p  

E) 4

3
p

  

 
100. f(t) түпнұсқасы бойынша F(р) бейнесін табыңыз: tche t 32 . 
 

A) 
9)2(

2
2 


p

p
 

B) 
9)3(

2
2 


p
p

 

C) 
14)3(

12
2 




p
p  

D) 
9)5(

2
2 


p

p
 

E) 
4)2(

3
2 




p
p  

 

101. F(p) бейнесі бойынша f(t) түпнұсқасын табыңыз: 
pp

p
4
2

2 


. 
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A) e-2t(ch2t-2sh2t) 
B) e2t(cht-5sht) 
C) e-2t(cost+5sint) 
D) e2t(cost+5sint) 
E) e-2t(cost-4sint) 
 

102. F(p) бейнесі бойынша f(t) түпнұсқасын табыңыз: 
54

3
2 


pp

p
. 

 
A) e-2t(cost-5sint) 
B) e2t(cost-5sint) 
C) e-2t(cost+5sint) 
D) e2t(cost+5sint) 
E) e-2t(cost-4sint) 
 

103. F(p) бейнесі бойынша f(t) түпнұсқасын табыңыз: 
52

2
2  pp

p . 

 
A) e-t(2cos2t-sin2t) 
B) 2e2t(cos2t+2sint) 
C) e-2t(cost+5sint) 
D) e2t(cost+5sint) 
E) e-2t(cost-4sint) 
 

104. F(p) бейнесі бойынша f(t) түпнұсқасын табыңыз: 
22

2
2 


pp

p
. 

 
A) et(cost+3sint) 
B) e2t(cost-5sint) 
C) e-2t(cost+5sint) 
D) e2t(cost+5sint) 
E) e-2t(cost-4sint) 
 

105. F(p) бейнесі бойынша f(t) түпнұсқасын табыңыз:
84

23
2 


pp

p
. 

 
A) e2t(3cos2t+2sin2t) 
B) e2t(cost-5sint) 
C) e-2t(cost+5sint) 
D) e2t(cost+5sint) 
E) e-2t(cost-4sint) 
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10 ТЕСТ ТАПСЫРМАЛАРЫНЫҢ ЖАУАП МАТРИЦАСЫ 
Кесте 1  – дұрыс жауаптар коды 

Сұрақ 
нөмірі 

Күрделілік 
деңгейі 

Дұрыс 
жауабы 

Сұрақ 
нөмірі 

Күрделілік 
деңгейі 

Дұрыс 
жауабы 

 
1 1 A 39 2 A 
2 1 B 40 2 A 
3 1 C 41 2 D 
4 1 D 42 2 А 
5 1 E 43 2 D 
6 1 A 44 2 A 
7 1 C 45 2 D 
8 1 D 46 2 E 
9 1 E 47 2 A 
10 1 A 48 2 A 
11 1 B 49 2 A 
12 1 C 50 2 E 
13 1 D 51 2 A 
14 1 E 52 2 B 
15 1 A 53 2 C 
16 1 B 54 2 A 
17 1 C 55 2 A 
18 1 D 56 3 A 
19 1 E 57 3 B 
20 1 A 58 3 C 
21 1 B 59 3 D 
22 1 C 60 3 E 
23 1 D 61 3 A 
24 1 E 62 3 A 
25 1 A 63 3 A 
26 2 A 64 3 A 
27 2 B 65 3 A 
28 2 C 66 3 D 
29 2 A 67 3 С 
30 2 A 68 3 C 
31 2 D 69 3 В 
32 2 E 70 3 А 
33 2 A 71 3 D 
34 2 A 72 3 А 
35 2 A 73 3 В 
36 2 A 74 3 С 
37 2 B 75 3 E 
38 2 C 76 3 A 
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Сұрақ 
нөмірі 

Күрделілік 
деңгейі 

Дұрыс 
жауабы 

Сұрақ 
нөмірі 

Күрделілік 
деңгейі 

Дұрыс 
жауабы 

 
77 3 B 92 2 А 
78 3 C 93 2 А 
79 3 D 94 2 А 
80 3 E 95 2 А 
81 3 А 96 2 A 
82 3 А 97 2 А 
83 3 А 98 2 А 
84 3 А 99 2 А 
85 3 А 100 2 А 
86 2 A 101 2 А 
87 2 A 102 2 А 
88 2 D 103 2 А 
89 2 A 104 2 А 
90 2 A 105 2 А 
91 2 А    
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ҚОСЫМША А 
Кесте 2 – Түйіндеме 
 
Лаплас түрлендірулерінің қарастырылған қасиеттері операциялық 
есептеулердің негізгі ережелерін (аппаратын) қамтиды. Қолдануға қолайлы 
болу үшін осы қасиеттерді атап шығамыз: 
 
№ Атаулары Лаплас түрлендірулерінің 

қасиеттері 
1 Сызықтылық        pFcpFctfctfc 22112211   
2 Ұқсастық 

   0,1







 



pFtf  

3 Жылжыту (өшу)    apFtfeat   
4 Кешігу     0,     pFetf p  
5 Түпнұсқаның 

дифференциалдануы 
 

)f(F(p)p(t)f 0 , 
)(f)f(pF(p)p(t)f 002  , 

)(f)(fp)f(pF(p)p(t)f 00023  , 
............................................................., 

    )(f)f(pF(p)p(t)f nnnn 0...0 11   . 
6 Кескіннің дифференциалдануы 

 
f(t)t(p)F  , 

  f(t)t(p)F  221 , 
...................................., 

    f(t)t(p)F nnn  1 , 
....................................., 

7 Түпнұсқаның интегралдануы  
p
pFf 

t

0

d)(   

8 Кескіннің интегралдануы  
t
tfF 



p

d)(   

9 Кескіннің көбейтіндісі 
           tftfdtffpFpF

t

21
0

2121     

10 Түпнұсқалардың көбейтіндісі 
       dzzpFzF

i
tftf

i

i

 



2121 2

1 

  
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ҚОСЫМША Б 
Кесте 3 - Түрнұсқалар мен кескіндер кестесі 
 
Іс жүзінде жиі кездесетін түпнұсқалар мен олардың кескіндерінің өзара 
сәйкестілігін көрсететін қысқаша кесте құрамыз. 
 
Формулалар 

реті 
Түпнұсқа 

 tf  

Кескін 

    dtetfpF pt



0

 

1 1 

p
1

 

2 ate  

ap 
1

 

3 ωtsin  
22 ωp

ω
  

4 ωtcos  
22 ωp

p
  

5 ωtsh  
22 ωp

ω
  

6 ωtch  
22 ωp

p
  

7 ωtate sin  
  22 ωap

ω
  

8 ωtate cos  
  22 ωap

ap



 

9 ωtshate   
  22 ωap

ω
  

10 ωtchate   
  22 ωap

ap



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11   tωate sin   
  22

sincos
ωap
apω


 

 

12   tωate cos   
  22

sincos
ωap

ap


 
 

13 t  
2

1
p  

14 nt  (n-бүтін сан) 
1np

!n
 

15 atn et   
  1 nap

!n
 

16 ωtt sin  
 222

2
ωp

pω


 

17 ωtt cos  

 222

22

ωp
ωp




 

18 ωtsht   

 222

2
ωp

pω


 

19 ωtcht   

 222

22

ωp
ωp




 

20 ωtteat sin   
  222

2

ωap

apω




 

21 ωtteat cos   
  222

22

ωap

ωap




 

22  ttt 


cossin
2

1
3    222

1
ωp 
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23  tshtcht 


32
1

  222

1
ωp   

24   tsin  
22
sincos

ωp
pω


 

 
25   tcos  

22
sincos

ωp
p


 

 
26 

t
ee atbt 

 










bp
apln  

27   0sin  a,at  
12 



p
e ap

 
28   0cos  a,at  

12 
 

p
ep ap

 
29 

dx
x

xtSi
t


0

sin

 
p

parcctg

 

30 
dx

x
xtCi

t




cos

 1
1ln1
2 


pp  

31 ωtt n sin   
 

!Im
122

1

n
ωp

ωip
n

n








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